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Vorrede. 

Uie  von  Tetens  im  Jahre  1785  heraus- 
gegebene Einleitzmg  %iir  Berechming  der 
Leihrenten  und  Anwartschaften  hat  vor 
den  frühern  Werken  über  diesen  Gegen- 
stand unstreitig  wesentliche  Vorzüge  j  da 
sie  zuerst  diesen  Theil  der  Rechenkunst 
in  einem  weitern  Umfange  nach  richtigen 
Grundsätzen  behandelt  und  mit  einer  leicht 
fafslichen  Bezeichnung  der  dahin  gehörigen 
Gröfsen  darstellt.  Für  den  theoretischen 
sowohl  als  practischen  Gebrauch  wird  die- 
ses Werk  indefsen  dadurch  sehr  unbequem^ 
dafs  überall  die  Hauptsätze,  zum  Theil  oh- 
ne eigentliche  Beweise,  vorangeschickt,  die 
Beweise  und  Erläuterungen  aber  in  den 
jedem  Kapitel  angehängten  Zusätzen  ange- 
bracht sind,  imgleichen  dafs  manche  Satze, 
die  früher  allgemein  hätten  aufgestellt  wer- 
den sollen,  erst  späterhin  gelegendich  als 
für  einen  besondern  Fall  geltend   vorgetra- 


IV"  Vorrede, 

gen  werden.  Wenn  übrigens  Tetens  gleich 
von  den  Verbindungen  dreier  Personen 
und  d(^n  dahin  gehörigen  Renten  und  An- 
wartschaften handelt,  so  vermifst  man  bey 
ihm  doch  eine  allgemeine  Anleitung  zur 
Berechnung  der  höhern  Verbindungsrenten 
und  Anwartschaften.  Dafs  sonst  hin  und 
wieder  einzelne  Unrichtigkeiten  vorkom- 
men, mufs  man  um  so  mehr  entschuldi- 
gen, da  Tetens  manche  Materien  zuerst  wis- 
senschaftlich behandelte.  Zum  Theil  sind 
freilich  diese  Unvollkommenheiten  daraus 
entstanden,  dafs  Tetens  den  eigentlichen 
Text  seines  Werks  ftir  J^ermann  verständ- 
lich einrichten  wollte;  es  scheint  mir  aber 
unmöglich,  diesen  Theil  der  angewandten 
Mathematik  gründlich  vorzutragen»  wenn 
man  nicht  einige  Bekanntschaft  mit  der 
Algebra  und  den  Anfangsgründen  der  Dif- 
ferential- und  Integral  -  Rechnung  voraus- 
setzen will. 

Dies  sind  die  Gründe,  welche  mich 
bewogen ,  anstatt  eine  zweite  Ausgabe 
des  Tetensfchea  Werks  mit  Zusätzen  und 
Anmerkungen  zu  veranstalten,  ein  neues 
Werk  über  Berechnung  der  Leibrenten  und 
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Anwartschaften  auszuarbeiten,  welches  ich 
hiemit  den  Lefern  übergebe.  Mit  Dank- 
barkeit lege  ich  dabey  das  Bekenntnifs  ab, 
dafs  ich  die  Grundsätze  grofstentheils  aus 
dem  Werke  des  verewigten  Tetens,  der 
auch  in  derDirection  der  hiesigen Wittwenkas- 
se  und  Versorgungsanstalt  als  mathematisches 
Mitglied  mein  Vorgänger  war,  zuerst  entnom- 
men habe.  Dafs  indefsen  nicht  nur  die 
Anordnung  und  Darstellung  der  von  Te- 
tens behandelten  Materien  an  Zweckmäs- 
sigkeit und  Klarheit,  sondern  auch  die 
Wifsenschaft  sonst  an  Umfang  gewonnen 
habe,  wird  hoffentlich  dem  aufmerksamen 
Leser  nicht  entgehen.  Als  einzelne  Bei- 
spiele führe  ich  hier   nur   die  Entwickelung 

der  Ausdrücke  f und   f — > 

im  ersten  Abschnitt,  die  Darstellung  derer 
Leibren ten,  Wittwen-  und  Todten-Kafsen, 
wo  die  jedesmaligen  Zahlungen  durch  die 
Beiträge  der  derzeitigen  Interefsenten  auf- 
gebracht werden,  im  zweiten  und  dritten 
Abschnitte,  so  wie  die  Aufstellung  der  all- 
gemeinen Formeln  für  die  Verbindungs- 
dauer, das  mittlere  Ueberleben,  die  Wahr- 
scheinlichkeit des    Ueberlcbensj  die  höhern 
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Verbjndungsrenten,  Ueberlebensrenten  und 
Anwartschaften,  s'imtlich  im  vierten  Ab- 
schnitte, an.  Die  allgemeinen  Formehi  für 
das  längste  Leben  und  die  Rente  des  Längst- 
lebenden sind  bereits  von  Tetens  angege- 
ben ;  ich  habe  aber  dafür,  ebenfalls  im  vier- 
ten Abschnitt,  einen  rein  arithmetischen  Be- 
weis geliefert.  Den  Geschäftsmann  glau- 
be ich  auf  die  einzelnen  practischen  Be- 
merkungen, die  über  Sterblichkeit  und  Ster- 
bensordnung, so  wie  über  Leibrenten-  Witt- 
wen-  und  Sterbe-Kafsen  hinzugefügt  sind, 
aufmerksam  machen  zu  dürfen, 

Herrn  Brune's  Berechnung  der  Le^ 
hejisr  eilten  und  Anw  artschaft  en^  Lemgo 
1820  bekam  ich  erst  zu  Gesicht  als  mein 
Werk  gröfstentheils  vollendet  war.  Auch 
er  war  zu  der  Arbeit  durch  den  Wunsch, 
V  eine  leichtere  und  gedrängtere  Darstellung 
dieser  Materien  zu  liefern,  bewogen  wor- 
den. Sein  Werk  und  das  meinige  weichen 
indefsen  in  der  Bestimmung  beträchtlich 
von  einander  ab,  Herr  Brune  hat  haupt- 
sächlich dasjenige ,  was  unmittelbar  die 
practische  Rechnung  betrifft,  abgehandelt 
und  zum  Theii  sehr  umständlich  erläutert. 


Vorrede.  Vit 

eben  daher  Iwit  er  auch  die  hohem Verbindungs- 
renten  nur  kurz  berührt  und  die  Rech- 
nungen nach  der  Hypothese  des  gleichmäs- 
sigen  Absterbens  gänzHch  übergangen.  Ich 
habe  mehr  nach  theoretischer  Vollständig- 
keit gestrebt,  eben  daher  die  der  Rechnung 
zum  Grunde  liegenden  Vorstellungen  erör- 
tert, die  Rechnungsaufgaben  unter  » jeder 
wahrscheinlichen  Modification  betrachtet, 
zugleich  die  hohem  Verbindungsrenten, 
Ueberlebensrenten  und  Anwartschaften  all- 
gemein abgehandelt,  auch  dabey  die  Rech- 
nung nach  der  gedachten  Hypothese  vor- 
getragen, wozu  ich  die  Gründe  im  zweiten 
Abschnitt  §.  48,  Anm.  I.  noch  näher  an- 
gegeben habe.  Aufser  diesen  Gründen 
führe  ich  hier  noch  an,  dafs  alle  Berech- 
nungen von  Lebens-  und  Verbindungsdau- 
ern, Lebens-  und  Verbindungsrenten  etc, 
wenn  für  jedes  einzelne  Jahr  der  vollstän- 
dige Werth  bestimmt  werden  soll,  auf  den 
nämlichen  Sätzen  beruhen,  die  den  Berech- 
nungen nach  der  Hypothese  vom  gieich- 
mäfsigen  Absterben  zum  Grunde  liegen, 
indem  hiebey  der  Abgang  innerhalb  eines 
jeden  einzelnen  Jahrs  als   gleichniälsig   an- 
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2;enommen  Averden  mufs.  Es  scheint  mir 
daher  auch,  dais  beide  Werke,  das  Brune- 
sche  und  das  meinige,  sehr  wohl  neben 
einander  bestehen  können,  das  eine  für 
solche  Geschäftsmänner,  welche  die  Vor- 
schriften für  die  gewöhnlichen  Fälle  sofort 
fertig  vorzufinden  wünschen,  das  andre  für 
Mathematiker,  welche  die  vollständige  The- 
orie übersehen  wollen,  um  Plane  zu  Ver- 
sorgungS' Anstalten  jeder  Art  prüfen  und 
entwerfen  zu  können.  Ueber  einzelne 
Stellen  des  Bruneschen  Buchs  finden  sich  in 
den  Noten  des  gegenwärtigen  Werks  Be- 
merkungen» 

Auch  Morgans  neue  Ausgabe  der  zu- 
erst im  Jahre  1797  herausgekommenen  Doc- 
trine  of  annuities  and  afsurances  ist  unter 
dem  Namen  the  Fmiciples  and  Doctrme 
of  afsitraiices,  annuities  on  lives  and  con- 
tingent  reversions  während  meiner  Arbeit 
im  Jahre  18*21  herausgekommen.  Dies 
Werk,  das  vielleicht  nicht  vielen  meiner  Le- 
ser zu  Gesicht  kommen  möchte,  enthält 
zuerst  eine  kurze  Anleitung  zur  Berech- 
nung der  Renten  und  Anwartschaften. 
Dann    folgen,  nicht     in    der    natürlichsten 
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Ordnung,  53  einzelne  Probleme  mit  den 
Auflösungen  für  Leser,  die  der  Mathema- 
tik nicht  kundig  sind.  Weiterhin  kommen 
Noten,  welche  zum  Theil  die  Bevv^eise  die- 
ser Probleme,  in  einer  nicht  leicht  ver- 
ständlichen Bezeichnung,  enthalten.  Endlich 
sind  dem  Werke  21  Tabellen,  fast  alle 
nach  der  Northamptoner  Sterblichkeitstafel 
berechnet,  angehängt.  Aber  diese  Wifsen- 
schaft,  die  zuerst  den  Engländern,  nament- 
lich den  Arbeiten  des  Halley,  de  Moivre, 
Simpson  und  Price  ihren  Ursprung  verdankt, 
scheint  seitdem  bey  ihnen  nur  geringe 
Fortschritte  gemacht  zu  haben.  Wenigstens 
sind  selbst  einem  Morgan,  der  bereits  im 
Jahre  1779  ^'^^n^  erstenmal  sein  Werk  her- 
ausgab, der  nach  40  Jahren  die  zweite 
Ausgabe  bearbeitet  hat,  und  ineinem  langen 
Zeitraum  Actuary  of  the  society  for  equi- 
table  afsurances  gewesen  ist,  die  Verbefse- 
rungen,  welche  Tetens  eingeführt  hat, 
gänzlich  unbekannt  geblieben.  Einzelne 
Bemerkungen  über  Morgan  habe  ich  an 
seinem  Orte  da  angebracht,  wo  meine  Be- 
hauptungen und  die  seinigen  nicht  zusam- 
menstimmen. 


X  Vorrede. 

Tabellen  habe  ich  diesem  Werke  nicht 
hinzugefügt,  da  sie  theils  für  meinen  Zweck 
entbehrlich  waren,  theils,  wenn  sie  be- 
richtigt und  vervollständigt  werden  sollten, 
mehr  Zeit  erforderten,  als  ich  auf  diese 
Arbeit  zu  verwenden  hatte.  Sollte  ein 
Mann,  der  mehr  Mufse  und  ein  schärferes 
Gesicht  als  ich  hat,  eine  vollständigere 
Sammlung  von  Tabellen,  zu  dieser  Mate- 
rie gehörig,  veranstalten  wollen,  so  wür- 
de ich  dazu  gern  nach  meinen  Kräften  be- 
förderlich   seyn. 

Uebrigens  ist  der  zweite  Theil,  der  den 
vierten  und  letzten  Abschnitt  enthält,  völ- 
lig ausgearbeitet,  zum  Theil  schon  abge- 
druckt, und  wird  nächstens  unfehlbar  fol- 
gen. 

In  Ansehung  der  hin  und  wieder  vor- 
kommenden Druckfehler,  die  aller  ange- 
wandten Mühe  ungeachtet  nicht  zu  ver- 
meiden gewesen  sind  ,  hoffe  ich  bey  dem 
billigen   Leser    Entschuldigung     zu    finden. 

Kopenhagen^   den  20sten  Nov.   1822. 
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17.  .^■•'- 

ü'ine  jede  Zahlung,  die  einen  Geldwerth  hat^  kann 
hl  fo  weit  fie  für  fich  betrachtet  wii'dj  eine  Kapi^ 
Talzahlung  in  weiterm  Sinne  des  Worts ,  und  d:e 
derfelben  entfprechende    Einnahme  eine  Kapitalein- 

nahme  genannt  werden. 

s.'/ .  ,.  ■  ^ 

Eine  Kapitaleinnahme  wird  in  fo  weit  cnne 
Anioartschaft  einer  Perfon  genant,  als  es  von  e:iner 
oder  mehreren' Bedingungen  abhängt,  ob  die  Perlon, 
für  welche  fie  befiimmt  ift,  diefelbe  erhalten  werde, 
Jnsbefondere  werden  hier  Anwartschaften  genannt 
werden  folche  Kapitaleinnahmen,  die  von  dem  Le- 
ben oder  Tode  einer  oder  mehrerer  Perfonen  abhan- 
gen, wobey  es  dann  den  gegebenen  Bedingungen  räch 
ungewifs  feyn  kann ,  entweder  ob  die  Zahlung 
überall  geieiftet  werden  foll,  oder  auch  ob  fie  et- 
iler beltimmteu  Perfon  zukommt, 

A 
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Eine  solche  Auwartschaft  einer  Person,  die  von  dem 
Tode  einer  andern  Person  abhängt,  kann  auch  abge« 
seilen  von  dem  rechtlichen  Ursprung]  derselben  im 
Aligemeinen  eine  Erbschaft,  die  erßere  Person  der 
Erbnehmer  und  die  zweite  der  Erblasser  genannt 
werden. 

^  3. 

Eine  jede  Einnahme,  die  einen  Geldwerth  hat, 
wird,  in  so  weit  sie  als  Ertrag^  eines  fortwährenden 
Grundstocks  angesehen  wird,  auch  Rente  genannt, 
insbesondre  wird  hier  unter  Rente  verstanden  wer- 
den eine  solche  Einnahme  von  Geldwerth,  die  wieder- 
höhlt  m  bestimmten  gleichen  Zwischenräumen  fäl- 
lig ist.  Diejenige  Person,  welche  die  Rente  bezieht, 
heilst  überhaupt  der  Rentennehmer,  diejenige,  wel- 
che sie  bezahlt,  wenn  eine  solche  vorhanden,  kann 
der  Rentengeber  heifsen. 

Je  nachdem  die  Termine,  worin  die  Rente  be- 
zahlt wird,  ganze,  halbe  oder  Vierteljahre  etc.  sind, 
faeifst  die  Rente  eine  jährliche,  halbjährliche,  viertel' 
jährliche  etc. 

Ferner  ist  die  Rente  entweder  immerwährend 
oder  auf  eine  gewisse  Zeit  beschränkt.  Letztere  heifst 
im  Allgemeinen  eine  Zeitrente  (Annuität)  wiewohl 
man  auch  zuweilen  hierunter,  das  Wort  in  engerm 
Sinne  genommen;,  nur  eine  unbedingte  aufhörende 
Rente  versteht. 

Ist  die  Einnahme  in  den  verschiedenen  Terminen 
gleich,  so  heilst  die  Rente  eine  unveränderliche^  im 
entgegengesetzten    Falle  aber  eine  veränderliche. 
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§.  4. 

Eine  Leib-  oder  Lebensrente  ist  eine  Zeltrente, 
im  weitem  Sinne  des  Worts,  die  von  dem  Leben 
oder  Tode  einer  oder  mehrerer  Personen  abhängt,  wo« 
bey  wieder  die  Rente  entweder  allein  von  dem  Le- 
ben der  Person,  welche  dieselbe  bezieht,  oder  auch 
von  dem  Leben  oder  Tode  einer  andern  Person  ab- 
hangen  kann. 

Eine  Lebensrente  wird,  in  so  weit  sie  zum  Be« 
sten  einer  Person  von  einer  andern  gestiftet  ist,  auch 
wohl  eine  Pension  genannt,  wo  dann  die  erstere  Per- 
son der  Pensionist  und  die  leztere  der  Versorger 
heilst. 

§.  5- 

Die  Berechnung  der  Anwartschaften,  in  engerm 
Sinne,  beruhet  auf  der  Berechnujig  der  unbedingten 
Kapitalzahlungen,  so  wie  die  Berechnung  der  Le- 
bensrenten auf  der  Berechnung  der  unbedingten 
Renten  beruhet.  Auch  wird  es  sich  weiterhin  erge- 
ben, dafs  die  unbedingten  Kapitaleinnahmen  und 
Renten  als  Anwartschaften  und  Leibrenten  des  Gra- 
des o  angesehen  werden  können.  Es  wird  daher  hier 
im  ersten  Abschnitt  von  den  unbedingten  Zahlun- 
gen und  Zeitreuten  gehandelt    werden. 

§.  6. 
Eine  Rente,  welche  als  Ertrag  einer  Geldsumme 
angesehen  wird  und  nach  einem  gewissen  Verhältnis- 
se   zu  dem  Kapital  bestinmit    ist,  heifst   Zinse ,    die 

A2 
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Geldsumme,  in  so  fern  sie  als  Grund  der  Zinsen  be- 
trachtet wird,  heifst  auch  Kapital  im  engern  Sinne 
des  Worts  ;  das  Verhältnifs  der  in  einem  Termin  zu 
zahlenden  Zinse  zu  dem  Kapital  ist  der    Zinsfujs. 

Die  Zinsen  können  übrigens  jährliche,  viertel- 
jährliche, monatliche  etc.,  entweder  immerwährend 
oder  aufhörend^  unveränderlich  oder  veränderlich 
seyn. 

Anra,  Ein  jedei*  Gegenstand,  der  zu  gewissen  Zeiten  einen 
bestimmten  Ertrag  von  Geldwerth  giebt,  kann  im  weitem  Sinne 
£ls  Kapital  und  der  reino  Ertrag  desselben  als  Rente  angesehen 
•werden.  Zinsc  ist  nur  diejenige  Rente,  die  als  reiner  Ertrag  des 
Geidkapitals  betrachtet  wird^ 

§.    7. 

Wenn  die  Zinsen  nur  von  dem  ursprüngh- 
c\\en  Kapital  berechnet  werden ,  so  heifsen  sie  em- 
fache  Zinsen.  Wird  dagegen  die  ZInse  eines  je- 
den Termins  zum  Kapital  gelegt  und  von  dem  auf 
diese  W^eise  angewachsenen  Kapital  die  Zinse  im 
folgenden  Termin  berechnet,  so  nennt  man  die  Zin- 
sen zuf ammengefetzte    oder    auch    Zinseszinsen. 

Die  Berechnung  der  einfachen  Zinsen  ist  hier 
als  bekannt  vorausgesetzt, 

§.  8. 
Der  gegenwärtige    Werth    einer  Anwartschaft 
oder  einer  Rente  ist  diejenige  Geldsumme,    die  mit 
ihren    Zinsen    und    Zinseszinseu    der    Anwartschaft 
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oder  der  zu  zahlenden  Rente  zu  der  Zeit,  da  sie 
fällig  sind,  gleich  ist.  Bey  jeder  Bestimmung  de« 
Werths  der  Anwartschaften  oder  Renten  mufs  also 
der  Zinsfufs,  von  dem  die  Gröfse  der  Zinse  ab- 
liängt,  gegeben  seyn,  indem  ein  anderer  Zinsfufs  ei- 
nen andern  Werth  gibt.  Da  übrigens  bey  der 
Ausmittelung  des  Werths  der  Anwachs  des  Ka- 
pitals durch  seine  Zinsen  zum  Maasstabe  dient,  io 
^vird  hievon   zuerst  gehandelt  werden. 


Erster     Abschnitt. 

Fon 
unbedingten  Zahlungen  und  Zeitrenten. 


Erstes    Kapitel. 

Vom 
Anwachs  des  Kapitals  durch  feine  Zinjen. 

§.  9. 

Wenn  die  Zinse,  die  von  einem  Kapital  sr  i  in 
dem  als  Einheit  angenommenen  Termin  zu  entrichten 
ist,  mit  u  bezeichnet  wird ,  so  ist  u  zugleich  der 
Xinsfujs,  Für  den  Zinsfufs  von  4  Procent  ist  u 
=  0,04,  für  den  Zinsfufs  von  5  Procent  u  =: 
0,05  etc. 

Femer  ist  dann  i  -f-  u  der  Exponent  für  die 
Zunahm.e  des  Kapitals  in  einem  Termin.  Der  Kür= 
fe  wegen  wird  dieser  Exponent  der  Zunahme  oder 
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1  -f-  w  in  Zukunft  mit  r  bezeichnet  werden,  und  es 
ist  also  u  ==  r  —  i. 


§.    lO. 

Wenn  ein  Zinsentragendes  Kapital  sr:  C  und 
cler  jährliche  Zinsfulsrrir-f-l  ist,  so  wird  der  Werth 
des  Kapitals  mit  seinen  Zinsen  am  Ende  des  ersten 
Jahrs  =  C.  (i  -j-  u)  r:;:^  Cr,  am  Ende  des  zweiten 
Jahrs  =:Cr.r  r=:  Cr-,  am  Ende  des  dritten  ^ 
Cr',  so  wie  überhaupt  am  Ende  des  nten  Jahrs 
=    Cr". 

Crn  heifst  der  in  n  Jahren  accuninlirte  Werth 
des  Kapitals.  Diesen  accumulirten  Werth  findet 
man  also,  wenn  man  das  gegebene  Kapital  mit  der 
nten  Potenz  von  i  -}-  u  =  r  multiplicirt. 

Ex.  Man  sucht  den  Werth  von  125  Rthlr.  mit 
Zinseszinsen  am  Ende  des  C5sten  Jahrs  nach  dam 
4  Procentful's.  Hier  ist  rn  z=z  1,04'  *  =  SjöösSS^»» 
und  es  wird  also  Cr"  =  125.  2>665836  ==  333^228« 

\ 

t  .^  ^     .  ■ 

$.  II. 

Wenn  umgekehrt  ein  Kapital,  das  am  Ende 
des  nten  Jahrs  zahlbar  ist,  =  K  gesetzt  wird,  und 
der  gegenwärtige  Werth,  d.  h.  das  Kapital,  welche? 
in  n  Jahren  mit  seinem  Zinsenanwachse  s:=  K  ist,  C 
benannt  wird,  so  niufs  seyn   Cr"    3=  K,  folgliwh  üi 

r  -  *^ 
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K   . 
—  ist  der  auf  n  Jahre  discontirte  Werth  von  K. 

\a 

Diesen  findet  man  daher,  wenn  man  das  nach  n  Jah- 
ren fällige  Kapital  mit  (i  -f-u)"   oder  r"  dividirt. 

Ex.  Man  sucht  den  nach  dem  5  Procentfui's 
discontirteii  Werth  eines  am  Ende  des  20sten  Jahrs 
zahlbaren  Kapitals  von  300  Rthl.  Hier  ist  r"  =: 
1,05  =  °  =  2:653298?  und  es  wird  folglich  dergesuch- 

5oo 

te  discontirte  Werth  = =  113,064. 

2,553298 

Anm,      Fast  in   allen  Handbüchern  über  die  Zinsrechnuns 

Jintlcl  mau  Tabellen  iür  r"  und  nach    den     gewöhnlichen 

j-n 

Zinsfliszcn,    In  Telens  Emleitung  etc.  ist  r"  für  die  ZInsfüsze  zu 
:^,  3,  4  und  5  Procent,    und iür  3,4,  5  und  6  Procent  berech- 

nel,  beide  bis  auf  100  Jahre.     Ist  n  auch  gröszer  als  100,  so   kann. 

iium  doch  dciiWcrlh  von  r"   nud mit   Hülfe     der    Tabellen 

r» 

,.    ,         -_,  ,.    ,.  ,  .       100  fni  100 

hnuciu    Wenn  namlich  n  ZZ  100  f  m,   so  ist  r  r  • 

r     i  man  nimmt  also  aus  der  Tabelle  r^°°  und  multipllcirt  dies 
mit  den  gleichfals  aus  der  Tabelle  genommenen  Werthe  von  r'^^* 

Wild   ; —  gesucht,   so  hat  man ■; — — ■ 

j.iüü  j  m  •         j-ioo  t  "^      j-ioo,    r^n 

,  uufl  ,^^gj^  mulllplicirt  den  Werth  von "^'*^r, 

WM  man  die  LogarKhmen  gebrauchenj  so    findet  man  sowohl 
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rr.r.-i-^,  "^^ T"  Hoch  auf  chiem  kürzern  Wege» 


§.    12.  • 

Wenn  zwey  Kapitale,  jedes  =  C,  zinsbar  be- 
legt sind,  das  eine  nach  dem  Zinsfufse  r,  das  andre 
nach  dem  Zinsfufse  v,  so  ist  nach  n  Jahren  der  ac- 
cumulirte  Werth  des  ersten  =  Cm,  des  letzteren 
aber  =  Cv",  und  wenn  r  =  mr,  ,so  ist  Cr"  =:: 
Cmn  rn.  Beider  Kapitale  accumulirte  Werthe 
verhalten  sich  also  am  Ende  des  nten  Jahrs  wie 
Cx'^i  %  Cr",  mn  :r=  l :  mn.  Dies  Verhältnifs  än- 
dert sich,  so  \Yie  n  sich  ändert,  und  wenn  m  >  I» 
so  wird  der  Werth  des  lezteren  Kapitals  gegen  den 
W  erth  des  ersten  immer  gröfiser. 

Arim,  Dagegen  ist  es  einleuchtend,  dasz  wenn  verschlederiS 
Kapitale  nadi  demselben  Zinsftisze  belegt  sind,  ,die  accumuU;  ten. 
oder  disconlirten  Werlhe  jeder  nämlichen  Zeit  sich  verhalten  wi» 

C      (£ 

d<e  Kapitale  selbst,  indem  Cr"  :    §r"  =  C:  (2,    auch —  '.  — 

~  C-.    (f. 


^  13- 

Wenn  das  Kapital  zinsbar  belegt  ist,  so  ist  der 
JVerth  der  aufgelaufenen  Zinsen  (interusurium)  ani 
End^  des  ntau  Jahrs  gleich  dem  accumulirten  Wer- 
the  des  Kapitals  weniger   dem  ursprünglichen  Wer- 
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the  desselben,  d.  h.  der    Zinsenbelauf  ist  :=  Cr"— 
C    =   C  (r"-  i> 

Dies  ist  der  Zinsenbelauf,  so  wie  er  am  !Ende 
des  nten  Jahrs  angewachsen  seyn  wird.  Suchte  man 
den  gegenwärtigen  Werth  dieses  Zinsenbelaufs,  so 
müste  man  denselben    auf  n  Jahre    discontiren,  oder 

.      I  .    .  . 

mit multipliciren.     Dieser  gegenwärtige  Werth 

r" 

C    Cr"  -  I) 

des   Zinsenbelaufs   ist  also  =  ~ =  C 

I 

(l    —       T),  oder  auch,   wenn    K  den    in  n  Jahren 
r 

K 

accumulirten  Werth  des  Kapitals  bezeichnet,  =      J^i* 

|i  -  t;!  =k.  j  i:;r  --  ;r;  m-  ^-  «^^n  findet 

das  discontirte  Jnterusurium  von  n  Jahren,  wenn 
man  von  dem  gegenwärtigen  Werthe  des  Kapitals 
den  auf  n  Jahren  discontirten  Werth  desselben  ab- 
zieht. 

Ex.  I.  r^  ist  nach  den  4  Procentful'se  für  28 
Jahre  =  2,998703,  folglich  m  —1=1,998703,  und 
^as  accumulirte  Interusurium  für  lOO  Rthl.  wird 
nach  dem   nämlichen    Zinsfufse  auf  dieselbe  Zeit  = 

1)998703-  »00  =  i99'8703- 

Ex.   2.    Für  die    nämliche  Zeit  und  nach  dem- 
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selben  Zinsfufse  ist —    =  o,333477>    folglich    i  — . 
n 
r 

I 

n    =    I  —  0,333477  =  0,666523.     Dies  mit  loo 

niultiplicirt  giebt  66,6523,  als  den  gegenwärtigen 
Werth  der  Zinsen  von  lOO  Rthl.  auf  28  Jahre  zu 
4  Procent. 

§.  14. 

Ist  der  gegenwärtige  und  accumulirte  Werth 
eines  Kapitals,  imgleichen  die  Zahl  der  Jahre  gege- 
ben, und  wird  der  Zinsfufs  gesucht^  so  hat  man  (C 
für  den  gegenwärtigen,  K  für  den  accumulirten 
Werth  und  n   für  die  Anzahl  der  Jahre  gesetzt)  K 

K  „    I^ 

sr  Crn,    also  n     =  rn,    und  y^   q  =  r, 

Ex.  Es  sey  C  =  100,  K  =  200,  n  =  15,  so 
Wird  r    =:   ^Q-=y?    2  =  1,04729. 

§•  15- 

Sucht  man  aus  den  übrigen  Gröfsen  die  Anzahl 

K 
der  Jahrcy  so  ist   wieder  K   =:  Cm   und    7^=  rn  , 

K 

also  n.    log.  r  =  log.  7J  =:  log.  K.    — >  log.  C,  und 

_   log.  K  —  log.   C^ 
log.  r 
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Ex.  Wenn  K  =  300,  C  =  150  und  r  =  1,04 

log.  K  —  log.  C. 

ist,  so  -wird  n  =   -^ — ; z=i 

log.    r 

2>477i2i3  —  2,1760913  ^^  0,3010300  ___ 

OJO170333  ""  0,0170333  ""■  ^^'  ^^'  '  * 


§.   16. 

Bisher  ist  nur  von  jährlichen  Zinsen  geredet ;  sol- 
len aber  die  Zinsen  in  kürzern  Terminen  während  des 
Jahres  bezahlt,  jedoch  für  das  ganze  Jahr  der  nämliche 
Zinsfufs  beibehalten  werden,  so  ist  der  Exponent  der 

Zunahme  für  ein  halbes  Jahr  =:  r*,    für    ein   Vier- 
teljahr r=:  r*5  und  für  den  nten  Theil  des  Jahres  =: 

-  .       .       .  j.  * 

y"  ;   auch  ist  die  Zmse  für  ein  halbes  Jahr  =  r»  —    l, 

für   ein  Vierteljahr  rr  r^  —  i,  und  für  n  des  Jahrs 

=  r^^  —  I.  Da  in  diesem  Falle  die  während  de» 
Jahrs  bezahlten  Zinsen  mit  ihren  Zinsesziusen  zu- 
sammengenommen wieder  die  jährliche  Zinse  r  —  i 
ausmachen,  so  müssen  die  halbjährlichen,  viertel- 
jährlichen und  ^  jährlichen  Zinsen,  so  wie  sie  eben 
angegeben  sind,  kleiner  seyn,  als  der  halbe^  vierte 
oder  nte  Theil  der  jährlichen  Zinsen,  wenn  diese  für 
sich    allein    ohne    Zins-esziusen    wieder  die  jährliche 

Zinse  ausmachen    sollen,    d.  h,  es    mufs  r"  —   i   < 

r  —  I 

= seyn. 
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'x  L 

Für  r  =  1,03  ist  rs  =  1,014889  «"<i  r**    = 

•       1  ,    y 

1,007417,  für  r  =  1,04  ist  r*  =  1,019804    und  r* 

=  1,009853?  für  r  =  1,05  ist  rä  =  1,024695  und 
r*  =  1,012272. 

Amn+  Wenn  man  also  am  Ende  des  Jahrs  4  Rthlr,  Zinsen 
zu  empfangen  hat,  fo  kann  man  nach  dem  nämlichen  Zinsfusze  am 
Ende  des  halben  Jahrs  nicht  2  Rthlr.,  sondern  nnr  1,9804  Rthlr» 
verlangen.  Eben  so  hat  man  für  das  Vierteljahr  am  Ende  dessel- 
ben nicht  1  Rthlr,  sondern  nur  0,9865  Rthlr.  zu  fordeml  Wenn 
man  aber  diese  Zinsen  sofort  nach  dem  Empfange  wieder  zu  dem 
nämlichen  Zinsfusze  benutzt,  so  hat  man  am  Ende  des  Jfthrs  an 
Zinsen  und  Zinseszinsen  zusammen  4  Rthlr. 


§'    17- 

•  Bey   manchen    Geldgeschäften    ist    es    indessen 
,  gebräuchlich,  die  Zinsen  für  ein  halbes  Jahr  gleich 
der  Hälfte  der     jährlichen    Zinsen,    mr  ein  Viertel- 
jahr  gleich    dem    vierten    Theile   der  Jahrzinse,   so 
wie  überhaupt,  wenn  r  der  Exponent  der  Zunahme 

ist,  die  Zinsen  für  ü  des  Jahrs  =: r= 

n  n 

zu  setzen,  und  es    fragt  sich   daher,  wie  viel  in  die- 
sem Fall  eigentlich  an  Zinsen  bezahlt    wird. 

Bey  halbjährlichen  Zahlungen  wird  in  der  Mit- 
te des  Jahrs  —  und  eben  so  viel  am  Ende  des  Jahrs 
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bezahlt ;    dazu    kommen    aber  am    Ende    des  Jahr» 

noch  die  halbjährlichen  Zinsen  für  die  in   der  Mit- 

u     u  u* 

te  des  Jahrs  bezahlte  Hälfte  mit  — .—  =r  — .  Fole- 

2      2  4  ^ 

lieh  wird  die  gesamte  Zinse  :=  u  -4 .      Für    r  = 

4 
Ij04  wird  dies   =  4,04    Procent,    für  den   Zinsfufs 

von  5  Procent  aber  =  5,0625. 

Bey  vierteljährlicher  Zahlung  sind,  aufser  den  in 
den  vier  Quartalen  zu  erlegenden  vier  Viertheilen 
der  Zinsen,  am  Ende  des  Jahrs  zu  rechnen,  drey 
vierteljährliche  Zinsen  für  ein  Viertheil,  halbjährli- 
che Zinsen  für  das  zweyte  und  vierteljährliche  Zin- 
sen für  das  dritte  Viertheil.  Die  Zahlung  wird  al- 
3UU  2UU  lu  3U* 

«o  rr:  u  -f-  — .   —-\- ,_-|-  — .—  =  u  -j . 

44  4444  8 

Dies  giebt  für  r  =  1,04  die  gesammte  jährliche  Zin- 
se ZU  4,06,  für  r  =  1,05  zu  5509375  Procent. 

Ueberhaupt    wird  l  hienach     bey   n      jährlichen 
Zahlungen  an    Zinsen    und     Zinseszinsen    entrichtet 

u  Cn  —  I  n  —  2  j 

"   +~T^l~n~»^  +  "n"    "+••     +n^!   = 

n .  n  —  I  n  —  i 

"  +       2  n^.         "*  =  "  +      2^~~  u*.  Setzt  man 

nun,   dafs  die  Zinsen  jeden  Augenblick  bezahlt  wer- 

n   —  I 

den,   wo  also   n  rr:    OC    wird,  so  ist  u    -f-  !"![ 
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u«  =  u  -^ —  =  ^^ — ? — ^^ -.     Für  r  = 

2  2 

1,04  beträgt  dies  4,08  Procent,  für  r  =  1,05  aber 
5,125  Procent.  Dies  ist  also  das  Aeusserste,  wozu 
die  jährlichen  Zinsen  steigen  können,  wenn  die  Zwi- 
schenzinsen der  Zeit  proportional  berechnet  wer- 
den, wie  klein  die  Termine  auch  seyn  mögen. 

Aufser  diesen  beiden,  in  den  §.  §.  16  und  17  an- 
gegebenen, in  sich  consequenten  Methoden,  giebt  es 
noch  zwey  gemischte  zur  Berechnung  der  Zinsen  und 
Zwischenzinsen  für  die  Theile  des   Jahrs. 

Man  kann  nämlich  i)  die  Zinsen  des  Kapitals  für 

n  des  Jahrs,  wie  in  §  16  geschehen,  =  r"  —  i,  die 
am   Ende   des   Jahrs   zu  entrichtenden  Zinsen  dieser 

Zinse    für  —  des    Jahrs   aber  =  — .    r  —   i    setzen. 
n  n 

Daraus  erhält  man  für  duS  ganze  Jahr  an  Zinsen 
"    (r"  —  l)  und  au   Zwischenzinsen 


2  n  2  n 

r 

(r  —  I)  C^n  — •  1).    Beides  zusammen  gibt  die  gesamm. 


n   —  I  .  r  —  I 


le  Zuise  =  n    (r"  ^    O    4-    .^—     (r 

*  2  n 
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-    O    =    (11    -{.     n  -^  I  .  r  -  j^      ^^„  _    ^^ 

2    n 

Für  r  =  1,04  und  bey  halbjährlichen  Zah- 
lungen wird  dies  sr:  O;040004o8>  bey  vierteljährli- 
chen Zahlungen  =  0,04000480»  Für  r  =  1,05  und 
bey  halbjährlichen  Zahlvingen  ist  obige/  Ausdruck 
=  0,05000737,  bey  vierteljährlichen  Zahlungen  aber 
=  0,05000840. 

Wenn  aber  n  =  00  gesetzt  wird,  so  hat  man 
,n  —  i.r  —  i)       r  r—  I 

**  + r^ \  (r"   -  I)  =  (I  +-T~) 

i  r  —  I  r-f-  I 

n  (r"—  i)    =  Ci  +  — -~)  log.  nat.  r.  =  — ^— 

log.  nat.  r.  Für  r  =  1,04  ist  log.  nat.  r=  0,039220713  , 

r-f-i 

'~^~  =  1,02  und  1,02,0,039220713  =  0,040005127; 

folglich  wird  hienach  die  Zinse  für  100=4,0005127, 

r  -f-  I 
wenig  gröfser  als  4.  Für  r  zr:  1,05  erhält  man       I 

log.  nat.   r  =   1,025.  0,048790164  =   0;05oco99i8» 

Man  kann    2)  die  Zinsen   für  ^  des  Jahrs,  wie 

in  6.   17,  = setzen,  die  Zwischenzinsen  der  Ter- 

n 
mlne  aber    nach  dem  §.  16    berechnen,  wo  also  je- 
der   nte  Theil,    der   -  Theile  vor  Ablauf  des  Jahrs 

m 
Fällig  ist,     mit  m  multiplicirt  werden  mufs.      Hier- 
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nach    erhält    man    die    Zaisen    und  Zlnseszlnseu  =; 

r  —  1     (    n  —  I.  n  —  2.  n  —  n  > 

n 

r  —  1    1"  —  1    (r—  i)'^  ^ 

rii  —  1         n(rn—  1) 

Dieser  Ausdruck  wird  füi'  r  =  1,05  und  be^r 
halbjährlichen  Zahlungen  rrr  0,040395,  bey  viei'tel- 
jährlichen  Zahlungen  :s=  0,040597,  für  r  rr:  1,0^ 
aber  bey  halbjährlicher  Zahlung  r=  0,050617,  und 
bey  vierteljährlicher  Zahlung  rrr  0,050928« 

Setzt  man  aber  n  =:   COy  so  wird 

' — : =   r :     Wird    r   =:  1,04  eenom- 

,  -  ,  log.  nat.  r  -^  t  o 

n(rn  _  1) 

(r  —  i)'  o.ooiG 

men,  so  ist ==   — ^r-  —0,04079488* 

los.  nat.  r  o,o.-)92207iJ»  ^   wt^J'J 

X^^'  -       1         (r  1)-  0,0025 

iur  r  —  ijQi;  wird- z^ .    ZZ 

log.  uat.  f  0,048790164 

0,0512398. 

Aufserdem   könnte  man  noch- IZ  —     als 

n  li 

Zinse  für  —  des  Jalirs,  i  -|-  —  als  den  Exponenten 

des  Zuwachses  für  diesen  Zeittheil,  und    1 1  "r  —  ( 
als  den  Exponenten   für    das    ganze    Jahr    ansehen. 
Hier  wird  nun  1 1  +  —  | "  ~  I  4-  n.—   + 

11  •  n  —  1  ii2  ji^n  —  1,  u  —  3   u^      ,  , 

■ ~  -U  ,»,__ . .  — .  J-. , , ,  und  \venn   n 

1»     3    n^    *  I,    2,    3    11/ 

B 
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—  CO  gesetzt  wird,  —  i  4-  u  4 J . 

*^  1.  2       '         I,    2,    3. 

-\^ .  .  Dies  ist  aber  die  Zahl,  die  zu  dem  Logarith- 
men ^^  n  im  natürlichen  System  gehört ,  und 
wenn  e   die   Grundzahl  dieser  Logarithmen  bezeich- 

,.  ,      II      ,      u''  u^         ,  u 

net,  so'ist  I  H f- +  •  •     ■ —  6  • 

1  1.  a     *     1.  2.  o 

Folglich  wird  in  diesem  Falle  der  Exponent  der 
iährlichen  Zunahme  ZZe      n:   e  und  die   jährli- 

che   Zinse  m  e  —  j. 


r  —  1 


Wird  r  —  1,04  genommen,  so  ist  e  ZI 


r— j 


1,040810767,  also  die  Zinse  für  i  Rthlr.  oder  e       — I 
i:^  0,0408107.     Für  rz::  1,03  wird  e  ZI. 

1,05129329,     und     e''""'    -—1=0,05129329. 

Anm.  "Wie  die  Zinsen  in  jedem  Falle  berechnet  werden  sol- 
len, hängt  A'on  den  herkömmlichen  oder  verabredeten  Bestimmun- 
gen ab.  Kur  bemerke  ich  noch,  dafs  die  im  $.16  und  17  angege- 
benen beiden  Methoden  in  sich  consequent  sind,  erstere  wenn  die 
Zinsen  raitZinseszinsen  am  Ende  des  Jahrs  wieder  demFundamen- 
tal-ZinsfMfse  entsprechen,  letztere  wenn  beide  der  Zeit  propor- 
tional seyn  sollen^ 

Die  im  §.  18  angeführten  beiden  ersten  Methoden  sind 
aus  geometrischen  und  arithmetisclien  Verhältnissen  zusammen- 
gesetzt. Die  eralere  derselben  würde  anwendbar  seyn,  wenn 
die  Zinsen  in  Terminen  nach  dem  Fundamentalzinsfufse  bezahlt 
werden    sollten,     aber    innerhalb  des  Jahrs  nnrli  dem   einfachen 
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ZInsrufse  benutzt  werden  könnten.  Die  zweite  Methode  kann 
jnan  gebrauchen,  wenn  die  terminlichen  Zinsen  zwar  der  Zejt 
jjroportional  seyn,  der  Fundamentalzinsfufs  aber  sonst  beibe- 
halten werden  soll,  wo  dann  das  Kapital  hiernach  bestimmt  wer- 

4:o3  q5 
den  mufs.    Wer  z.  Beisp.  ^-i-  ZZ  100,9875  ,    d.     h.    beinahe 

4 
loi  ,  Rlhlr,   ansleilit,   der  kann  völlig  nach  dem  Zinsfufse  von 
4    Procent    halbjährlich  2  Rthlr,    Zinse    fordern,    so    wie  der, 

/!  (^  S  0  7 

welcher    3 -—  ZZ  ioi,4g,   oder  beinahe  ioi§,   Rthlr.  ausleiht, 

4 

nach  demselben  Zinsfufse  vierteljährlich  einen  Rthlr.   Zinse  zu 

fordern  hat.  ' 

Bey  der  zuletzt  im   §,  18  angebenen  Methode  wird  eigent- 
lich durch  Erhebung  von  i  f auf  die    Potenz  des   Gra- 

n 

des  n  ein  neuer  Zinsfufs  constituirt. 


Anm.  2.  Dafs  übrigens  n  (r  —  i),  wennn  uiiendlich 
grofs  wird,  IZI  log.  nat.  r  s'ey,  wovon  späterhin  oft  Gebranch 
gemacht  wird,  mufs  hier,  als  aus  der  Lehre  von  den  Logarithmen 
bekannt,   vorausgesetzt  werden. 


§•    19- 

Gegen  die  Zulässigkelt  der  zusammengesetzten 
Zinsen  wird,  aufser  den  juridischen  Gründen?  dia 
hier  nicht  in  Betracht  kommen,  eingewandt,  dafs 
die  Zinsen    nicht    immer  sofort    wieder  nutzbar  ge- 
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macht  werden  können.  Wo  viele  und  beträchtliche 
Geldgeschäfte  vorfallen',  kann  dieser  Fall  nicht  leicht 
eintreten.  Fände  er  indessen  irgendwo  Statt,  so 
könnte  dies  doch  nur  bey  den  in  jedem  Termin  er- 
hobenen Zinsen  und  Zinseszinsen  während  eines 
Theils  des  nächstfolgenden  oder  höchstens  während 
des  ganzen  nächstfolgenden  Jahrs  geschehen.  Will 
man  nun  das  Letztere  annehmen,  so  fragt  sich,  wie 
viel  dafür  von  dem  accumulirten  Werthe  des  Ka- 
ditals, so  wie  er  vorhin  angegeben  worden,  abgezo- 
gen werden  müsse.  Wenn  r  =  i  -f-  u  gesetzt 
wird,  so  ist  der  accumulirte  Werth  des  Kapitals  am 
Ende    des 

Jahrs    c  iz:  i' 

1  1=  I  -f-  u 

2  =:i  I  +  2u  -|-  u* 

3  —  I  +  3^  -f  3^'  +  "'  j  ~  A 

4  ;=  I  4"  4"^  +  6u*  -|-  4u5  -j-  u-*     j 

5  =z  I  -f-.  5u  "|-  lou*  4"  ic^'  "i* 

m  u  4- u*4- u* 

'  1.        2  '  I.       2.       3 

+  '  •  etc.,  da  der  Werth  am  Ende  des  mten 
Jahrs  1=  (I  -|-  u)m  ist. 

Was  am  Ende  des  mten  Jahrs  hinzukömmt, 
findet  man,  wenn  man  den  Werth  des  m  —  Iten 
Jahrs  von  dem  Werth  des  mten  abzieht.  Hiernach 
Ist  also  der  Zuwachs  am  Ende  des 
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U  -|-    211*   -{-  U' 


Jahrs     I  :=  u 

'^ 
o 

5  1=  u  +  4u^  4-  6u5  4-  411-*  +  ^'     j 
Nimmt  man   nun  an,    dafs   die  Zinsen  für  den 
am  Ende  des  m  —  iten  Jahrs  entstandenen  Zuwachs 
im    mten    Jahrs  ganz    wegfallen,    so    beträgt  dieser 
Verlust  für  das 

Jahr     I,  o 

2,  U* 

3,  u=  +  u' 

4,  u^  -j-  2u'  -J"  **"* 

5,  u^  -f  3u'  +  SU-*  4-  u* 

Aus  der  Natur  der  aus  figurirten  Zahlen  beste- 
henden Coefficienten  fämtlicher  Potenzen  von  u  er- 
giebt  sich,  dafs,  da  die  Coefficienten  der  Reihen  in 
B  und  C  durch  Subtraction  zweier  auf  einander 
folgenden  Reihen  in  A  entstanden  sind,  die  Coeffi- 
cienten in  B  und  C  wieder  fio;urirte  Zahlen  sind, 
und  dafs  die  Coefficienten  bey  dem  mten  Jahr  in 
B  den  Coefficienten  bey  dem  m  —  iteu  Jahrs  in  A, 
folglich  die  Coefficienten  bey  dem  mten  Jahr  in  C 
den  Coefficienten  bey  den  m  —  sten  Jahrs  in  A 
gleich,  also  wieder  Binomialcoefficienten  sind.  Da 
nun  überdies  die  Exponenten  der  Reihe  für  das 
mte  Jahr  in  C  U:m  die  Zahl  2  grcfser  sind  als  die 
Exponenten  der  glelchvielten  Theile  derReihe  des  m-— 
2ten    Jahrs    in    A,   so    erhellet,    dafs     die  Reihe  bey 
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jrdem  mtenJahr  in  C  sey  zz  u^  (i  -}_  u^m  —  3,  und 
es  beträgt  daher  der  vorhin  erwähnte  Zinsenverlust 
bey  dem 

Jaln-e    i,  o 

2r  u-  (l  4-  ")® 

3,  u=  (i  4-  u)^ 

4,  u*  (i  -f  u)* 

5?  ^~  (l  -{-  u)'    etc. 

m,  u*  (i  4~  ^)"^  —  2» 
Soll  also  der  gesammte  Zinsenverlust  am  Ende 
des  nten  Jahrs  gefunden  werden,  so  müssen  diese 
Theile  aus  den  verschiedenen  Jahren  und  ihre  Zin- 
sen bis  zum  Schlüsse  des  nten  Jahrs  zusammen  ge- 
nommen werden,  und  zw'ar  so,  dafs  der  Verlust  je- 
des njten  Jahrs  mit  rn  —  m  multiplicirt  w  erde.  Folg- 
lich erhält  man   den  gesammten  Verlust  oder  V  ^^ 

li*  (i  4-  u)o  r"  "  "^  4- u=  (i -[- uy   r"^^      4-      u* 

n  —  4  n  —  2  n  —  n 

(l    -f-    u)=  r        4-..  +  u=Ci4-u)        .r        .      Nun 

ist,    wie  oben  Eingenommen,    r    ZZ    j    -^    vi,  folglich 

n  —  2       n  —  2  «• —  3       n  —  2 

(I    4-   u)°r      —  r        ,  (i  4-  u)^  r      —  r        , 

n  —  4       n  —  2  n  —  2  n  —  3 

(l  4-  u)2.  r      ~  r         etc.,  (l4-u)     .  ro=r 

Es  wird  also  jedes  Glied  liZ  u=.  rn  — 2,   und  da  die 

Anzahl     der    Glieder   —    n    —  i  ist,   so  ist  der  ge- 

n  —  2 
sammte  Verlust  oder  V  =  (n  — -  l)  r       .    u«    oder 

n  n  —  1      n  —  2 

auch   V  ~   (n  —  i)  (r  —  2  r  fr      ). 

"£x.       Für  r   "  Ij04  und  n    —  50  '^^^  ("  "^  *) 
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rn-2u'  =  49.  6,57o5.^öVöö  =  0.,5I5I37.       Wenn 
man  nun    von  r'°  m  7;Io6689 

abzieht  V  =  0^515137 


so  beträgt  der  Rest  oder   das   Kapital 

mit    den    übrigen    Zinsen  6759154^ 

Würde  in  jedem  mten  Jalire  nur  ein  aliquoter 
Theil  der  Zinsen  des  Zuwachses  vom  Jahre  m  —  i 
verlohren,  so  müfste  man  einen  eben  solchen  aliquo- 
ten Theil  von  V  nehmen,  um  den  gesammten  Ver- 
lust am  Ende  des  nten  Jahrs  zu    finden, 

Aum.  I.  Eben  dasselbe  Resultat  erglebt  sich  auch  auf  fol- 
gende Weise»  Auf  das  Kapital  1  entsteht  am  Ende  des  istea 
Jahrs  kein  Verlust  an  Zinsen,  am  Ende  des  aten  aber  ist  der  Ver- 
lust nach  obigen  Voraussetzungen  HZ  u'',  welches  am  Ende  des  ntta 

Jahrs,  vom  Anfange  an  gerech^et,  mit  Zinsen  beträgt  u'-^  '  r"  ^• 
Im  Anfange  des  aten  Jahrs  ist  nun  das  Kapital  angewachsen  zu 
1  f  u,  und  folglich  ist  auf  die  nämliche  Weise  wie  vorhin  der  Ver- 
lust am  Ende  des  5ten  Jahrs  ZZ  (i  f  ")  "^^>  welches  mit  Zinsen 
am  Ende  des  nten  Jahrs  von  Aniang  an  beträgt 

an  —  52n  —  3 
(ifuju.  r         HZ  u    r        ,     Eben  so  findet  aichderj Verlust  rdr 

jedes  Jahr,  auf  das   Ende  des  nten  Jahrs  vom  Anfange  an  bercch- 

2     n — 2  1     n  — '3 

net,  rz  u     r       ,  folglich  für  alle  n  —  1  Jahre  ZZ(n— i)  u     r 

Anm.  2.  HerrCotta  hat  in  seiner  x\nv/eisung  zur  Waldwerth- 
Berechnung  ^Dresden,  1819)  die  sogenannten  mittlem  Zinsen  ein- 
zuführen  versucht,  nämlich  die  einfachen  Zinsen  nebst  dem  hal- 
ben Unterschiede  der  einfachen  und  zusammengesetzten,  so  dafs 
das  Kapital  x  in  n  Jahren  wird  ZZ  1   f  n  (r  —  i)  f 

t"^  —   1    ~  n  Cr  —   O         I  fr"  f  n.  r  —  1 

" ,  wonach  z.  B,  ein 

2  2  ' 
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Kapital  1  zu  4  Procent  in  5o  Jaliren  anwachsen  'würde  zu 
6,o5334.  Ea  evgiebt  sich  aber  ohne  weitere  Erörterung,  dafs 
diese  An.pahrae  keinen  hinlänglichen  Grund   habe. 


§.    20. 

Wenn  ein  Kapital  solchergestalt  angelegt  wird, 
dafs  Papiere,  die  im  Preise  gegen  Münze  wie  i  :  m 
stehen  und  die  Zinse  n  in  Münze  tragen,  sowohl 
für  das  Kapital  als  für  die  jedesmaligen  Zinsen  und 
Zinseszinsen  gekauft  werden  sollen,  so  ist  die  Fra- 
ge, wie  dies  Kapital  in  Papier  am  Ende  des  nten 
Jahrs  angewachsen  seyn  werde. 

Das  Kapital  :zz  i  werde  sofort  im  Anfange  des 
isten  Jahrs  in  Papier  umgesetzt,  worin  man  den  Werth 
zz.  m  erhält.  Am  Ende  des  isten  Jahrs  hat  man 
aiun,  aufser  dem  Werthe  m,  nach  dem  Zinsfufs  die 
Zinse  im  Münze  ::^  u  m,  die  in  Papier  umm 
beträgt,  folglich  den  gesammten  Werth  :=  m 
(l  -f-  ^i'tt).  Beim  Ende  des  sten  Jahrs  kömmt  zu 
dem  Obligationsstock  von  m  (l  +  ^^  J^)  wieder  des- 
sen Zinse  in  Papier  mit  m  Cl  -}~  ^  *")  "  ^>  ^^^^  ^^^ 
der  gasammte  Stock  =:  m  (i  -{-  "  m)  (i  -f-  "  i") 
—  m(i  -f-  u  m)-.  Da  nun  für  jedes  folgende  Jahr 
der  Stock  mit  i  -{-  u  m  nmltiplicirt  wei  ien  mufs, 
$0  wird  der  gesammte  Werth  am  Ende  des  nten 
Jahrs  "ZZ  m  (l  <-[-  u  m)n.  Dies  wäre  also  der  ac- 
cixmuiirte  Werth  eines  durch  ein. Kapital  errichteten 
Tilgungsstochs  unter  den  angegebenen  Voraussetzun- 
gen,     Begreiflich  würde  eine  solche  Berechnung  nur 
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zulässig    seyn,    In    sofern  der  Stand  der  Papiere  ge- 
gen Münze  als  unveränderlich  anzusehen  wäre. 

Anm,  Würde  der  TJlgungsstock  durch  eine  jälirliche  Rente 
errichtet,  so  wäre  dessen  Werth  nach  den  weitej-h^n  vorkorn- 
menden  Sätzen  zu  suchen» 


Zweites    Kapitel 

P'on 

unv er ünä etlichen    Zeitrenten, 


§,    21. 

Ein  Kapital,  das  nach  dem  zum  Grunde  liegenden 
Zinsfufs  in  dem  als  Einheit  angenommenen  Ter- 
min die  Zinse  i  trägt,  soll  in  Zukunft  das  Grundka" 
pital  genannt  und  mit  p  bezeichnet  werden.  "VVenn 
nun  u  oder  r  —  i  wieder  die  Zinse  von  dem  Ka- 
pital I  ist,    so  ist  p  rz  — .  -— ■    und  r    —  i  zu 

*■  u  r  —  1 

— ,   auch   r  zr   I  +   —  und  p  4-  I  ~  pr.     Für 
P  '       P  *    *  * 

den   Zinsfufs  von  3  Procent  ist  also  p    ZI   33 1,  von 

4  Procent  z=  25  und  für  5  Procent  z:  20. 

Wenn  übrigens  eine  Rente  ZI  i  Immerwährend 

am  Ende  des  Jahrs  (oder  des  sonst  bestimmten   Ter' 

mins)    bezahlt  wird,    und    der  Zinsfufs  gegeben  ist, 

so   ist   der   gegenwärtige  Werth  der  immerwähren* 
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den    Rente    gleich    dem  Grundkapital  nach  dem  ge- 
gebenen Zinsfufs. 

Anm,  Es  ist  einleuchtend,  dafs  wenn  von  dem  Wertlie 
einer  Rente  die  Rede  ist,  der  Zinsfufs  gegeben  seyn  müsse,  und 
dafs  bey  einem  andern  Zinsfufse  sich  auch  der  Werth  der  Ren- 
te ändere,  eben  so  einleuclitcnd,  als  dafs  ein  und  dasselbe  Ka- 
pital in  einem  Falle  4  und  in  einem  andern  5  Proeent  etc,  tra- 
gen könne. 

§.    22. 

Soll  eine  Rente  ZU  i  während  n  Jahre  jedesmal 
am  Ende  des    Jahrs    bezahlt    werden,  und  wird  der 
accumulirtc   Werth  dieser  Rente  am  Ende  des    nten 
Jahrs  gesucht,    so  mufs  der  Rententhaler  jedes  Jahrs 
nach  seinem  accumulirten  Werthe  auf  das  Ende  des 
nten  Jahrs    berechnet,    und    die    Summe    dieser    ac- 
cumulirten Werthe  zusammengelegt  werden.    Da  nun 
der  Rententhaler,  der  am  Ende  des  iten  Jahrs  fällig 
ist,    mit  rn  —  i,  der  des  2ten  Jahrs  mit  rn  —  3,  etc. 
so  wie  der  des  nten    Jahrs    mit    m  —  "  m  I  multi- 
plicirt  werden  mufs,  so  ist    der    accumulirte  Werth 
der  Rente  oder  W    ZZ    ru  —  1  4"  J^"  ""  ^  4"  •  •  4~ 

r  -f-  I  — ZZ  p  (r"  —  i)  — prn  —  p,    d.   h. 

man  findet  den  accumulirten  Werth  der  Rente  i  auf 
n  Jahre,  wenn  man  von  dem  in  derselben  Zeit  accu- 
mulirten Werthe  des  Grundkapitals  den  gegenwär- 
tigen  Werth  desselben  abzieht. 

Wenn    die    Reihe    r   -{-   r^  -]-  r*  -f-  •  '  "i"  ^" 
mit  /"rn  bezeichnet  wird^  so  ist  i    -{-  r  -f-   r^  -f-  •  • 
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4-rn-i=:-A",     und  W  oder  IlL"I_liz-i^n. 
T^  x-f  1  —  1  x^ 

Wäre  die  jährliche  Rente  ZZ  R,  so  müfste  man 
diese  mit  dem  gefundenen  Werthe  der  Rente  i  für  n 
Jahre  multipUciren ,  um  den  accumulirten  Werth 
deür  Rente  R  für  die  nämliche  Zeit  zu  finden,  d.  h. 
es  wäre    dieser  gesuchte  Werth  ZZ  p  (r^  —  i)  R. 

Ex.  Man  sucht  den  acciiraulirten  Werth  der 
jährlichen  Rente  zu  izj.o  Rthlr.  für  28  Jahre  nach  dem 
Zinsfufse    von  4  Procent.      Hier  ist    p    (m    —    l)  ZZ 

25-  (2,998703  —  I)  z=:  25.  1,998703  ==  4^^967583» 
folglich  ist  für  die  nämliche  Zeit  der  accumulir- 
le  Werth  der  Rente  zu  140  Rthlr.  ZZ  140.  49,967583 
ZZ  6995,4616. 

Aiim.  1.  Der  angeführte  Satz  ergiebt  sich  auch  schon 
daraus,  dafs  der  gesammte  Werth  der  jährlichen  Rente  am  En- 
de des  nten  Jahrs  gleich  seyn  müsse  dem  aufgelaufenen  Wer- 
the eines  Kapitals,  das  die  bestimmte  jährliche  Rente  giebt, 
wenn  davon  der  gegenwärtige  Werth  des  Kapitals  wieder  abge- 
zogen wird, 

Anm.  2,  In  einigen  Handbüchern  über  die  Zinsrechnung 
findet  man  Tabellen  über  die  Werthe  von  — r  r  ,  die  bey  die- 
ser Art  Berechnungen  ziemlich  häufig  gebraucht  werden»  IIa£ 
man  keine  Tabellen,  so  kann  man  doch  mit  Hülfe  der  Tabel- 
le über   die    Werthe  von  r"  die    Wertlie  von  f^        oder 

V  ^'     ""■!)?   ziemlich    leicht   finden,    wenn   man  nämlich  1  von 

r     abzi(!ht,  und  den  Rest  entweder  mit  p  miiltiplicirt,  oder,  wa« 
Suwöliulich  kürzer  ist,  mit  r  —  i  dividirt. 


Q.B  Erster  Abschnitt, 

§'  23. 

Soll  wieder  die  Rente  i  während  n  Jahre  jedes- 
mal am  Ende  des  Jahrs  bezahlt  werden,  und  wird 
der  gegenivärtige  TVerth  dieser  Rente  gesucht,  so 
mufs  jeder  Reutenthaler  auf  den  Anfang  des  Zeitrau- 
mes discontirt  werden,  und  die  Summe  dieser  dis- 
contirten  Rententhaler  giebt  den  gegenwärtigen 
Werth  der  Rente.  Da  nun  der  am  Ende  des  isten 
Jahrs  fällige  Rententhaler  mit  r,  der  Rententhaler 
des  2ten  Jahrs  mit  i'^  etc.  so  wie  überhaupt  der  des 
nten  Jahrs  mit  rn  dividirt  werden  mufs,  um  den 
discontirten    Werth    desselben  zu  erhalten  (§  I2)j  so 

ist  der  gesuchte    Werth  der  Rente  oder  V  3=  -- — J- 

1 


P j  d.  h.  man  findet  den  gegenwärti- 
gen Werth  der  Rente^  i  auf  n  Jahre ,  wenn  man 
von  dem  Grundkapital  den  auf  n  Jahre  discontirten 
Werth  desselben  abzieht. 


Bezeichnet  man    die   Reihe  —  4-  -— -    J-   .    ; 

r  r*        * 

—    mit  / — ,    so   ist    / —    der    baare    Werth    der 
J.U  V    ^,n '  'J     j.n 

Rente  i  auf  n  Jahre  oder  P —  IZ  P  (i )• 

Je  grbfser  n  ist,  desto  kleiner   wird   —  >      und 
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desto  mehr  nähert  sich  der  Werth  p  (l  — — )  dem 
Werthe  von  p.  Wird  n  —  QO?  d.  h.  soll  [die  Ren- 
te  immerwährend  seyn,  so  wird  —  z=  o  und  p  (i — — ) 

=:  p.  (§.  21.) 

Wäre  die  jährliche  Rente  ZZ  R  und  -würde 
wieder  der  baare  Werth  derselben  auf  n  Jahre  ge- 
sucht, so  müfste  man,  um  denselben  zu  erhalten,  die 
jährliche  Rente  mit  dem  haaren  Werthe  der  Reut© 
I  auf  eben  so  viel  Jahre  multipliciren. 

Ex.  Es  wird  der  jetzige  Werth  einer  Rente 
von    150    Rthlr.    auf   28    Jahre  nach  dem  Zinsfufse 

zu  4  Procent  eesucht.      Hier  ist  p  (i  —  — )  "^^ 

25.  (I  —  0,333477 . .)  =  25.  0,666523  =:  16,663063, 
und    R.  p   (i )    —    150,    16,663063  == 


24994594- 

Anm.  r.  Der  angeführte  Satz  erhellet  auch  folgender  maa- 
fscn.  Wenn  der  Rentennehmer  das  Grundkapital  p  bezahlt, 
so  kauft  er  eine  immerwährende  Jahrrente  i.  Soll  aber  die 
Rente  nur  bis  zu  Ausgang  des  nten  Jahrs  bezahlt  werden,  so 
mufs  der  Rentennehmer  entweder  dann  das  Kapital  p  zurück 
erhalten,  oder  anstatt  defsen  sofort  den  auf  n  Jahre  discontirteii 
Werth    des    Grundkapitals    in  der  Bezahlung    abziehen,    d.    h, 

er  hat  jetzt  zubezahlenp— ^^ 

Anm.  2,  Jn  den  meisten  Anweisungen  zur  Zinsrechnung 
findet  man  Tabellen    für  /-^^      Hat    mau    keine  Tabellen,  so 
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kann  man  doch  diese  •^Verthe  lelclit  fimlcn;  man  zieht  niimllch 
■ von    I    ab  und  multjplicjrt  den   Rest  mit  p  odei-    dividirt 

denselben  auch    mit  r  —  i. 

Hat  man    Tabellen  für  C  r     und    C — ,  und  gebraucht 

einen   höhern  Werth  als  in  den  Tabellen  eutbalten  ist,  so  kann 

man  diese  höhern  Werlhe  daraus  zusammensetzen.    Es  ist  nämlich 

1     -,  n  4-  ni     i,n  nnfr,  ,n+ra  —  t 

. px     '  ~~l^      ^    ^      ^  ^  t  •  •  T  1"     ' 

I    ^  n  ,     n    /     ,     ,        ,     "^  —  '^v     ^    ^  Ti ,   n —       m 

~—f^     t  r      (i  t  rf.  ♦  t  r  )    -.yr  fr  n     , 

also  z.  B.    — /^r»*»Z=— /r^°ö  t   r'^  rr^*. 

Eben  so  ist  f ^ rz   f \    • f  • . 

t-t— 1-— /~t  —  c-t  -;-t.t— ) 

j-n  -J-  m  »/      j.n  j-n        i"  i"*  ^m 

—  r  _L  +  J_.   rJL-,  folglich  z.  b.  r—i-  z:  /^— — 

*   rioo    J    x^s' 


§.  24- 
Sollte  die  Rente  erst  a}7i  Ende  des  mten  Jahrs 
iU  laufen  anfangen  und  dann  n  Jahre  fortdau- 
ern, so  müfste  man  den  haaren  Werth  ehier  Rente 
auf  n  Jahre,  da  derselbe  hier  erst  nach  m  Jahren 
zahlbar  wird,  noch  auf  m  Jahre  discontiren,  d.  h. 
es  ist  der  Werth  der  Rente  i,  die  nach  m  Jahren 
anfangt  zu   laufen  und    dann   n    Jahre  hindurch  ge- 
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zahlt  wird,  l=—  (i  —  • — )  =  p  (— ^ ^ — ). 

j-ni  j.n  j,m  j.mfn 


§.   25. 

Sind  der  gegenwärtige  Wertli  V  der  Jahrren- 
te,  der  Zinsfufs  r  —  i  und  die  Zahl  der  Jahre  n 
gegeben,  und  wird  die  dazu  gehörige  jährliche  Ren- 
te R  gesucht,  so    ist    nach  dem  Vorhergehenden  (§. 

23)  V  HZ  R  p  (i ),  woraus  man  R  zz 

^  m   — ■  erhält,    d.    h.    die  jährlich 

P  (i  —  — -)  J    -^— 

zu  zahlende  Rente,  womit  ein  Kapital  in  gewissen 
Jahren  zugleich  verzinset  und  bezahlt  wird,  findet 
man,  wenn  man  das  Kapital  durch  den  discontirten 
Werth    der    Rente   i   auf  die  nämliche  Zeit  dividirt. 

Hiernach  ist  also  zu  rechnen,  wenn  ein  Werth 
gegeben  ist,  wofür  nach  einem  bestimmten  Zinsfufse 
auf  eine  gewisse  Reihe  von  Jahren  eine  Rente  gekauft 
werden  soll,  oder  wenn  eine  bestimmte  nach  ihrem 
gegenwärtigen  Werthe  angegebene  Summe  durch 
eine  Rente  in  gewissen  Jahren    bezahlt  werden  soll. 

R  begreift  hier   sowohl    den  jährlichen   Zinsen- 

belauf  U  für  das  Kapital   als    den   Kapitalahtrag  Q, 

folglich  ist  R  =:  Q  -f  U,  und  Q  =  R  —  U.    Al- 

^  V  V  V 

so  hat    man  Q  zr  


^)  P  p(r"-0 
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;:^  _,; . —  ,    d.  h.  der  Abtrag,  der  aufser  der  Zin- 

se  jährlich  zn  entrichten  ist,  um  in  der  bestimmten 
Zeit  ein  baares  Kapital  zu  zahlen,  erglebt  sich,  wenn 
das  Kapital  durch  den  accumulirten  Werth  der  Ren- 
te I  auf  die  nämliche    Zeit  dividirt   wird. 

Setzt  man  V  ^^  I,  so  ist  R    die  Rente  auf  die 
gegebene  Zeit,    deren  baarer  Werth  zz  i  ist,  folglich 

I  .      ü   

ist    dann  R    .     Und  wenn  man  hier  R  , 

T 

q  -f-  u  setzt,  so  wird  q  oder  der  Kapitalabtrag,  wo- 
durch   das  Kapital    i     in    der   Zeit    n   aufgebracht 

wird ,     zz 


Ex.     Man  fragt,  wie  grofs  eine  Jahrrente  seyn 

müsse,    wodurch    in  28  Jahren    nach   dem  Zinsfufse 
von  4  Procent  das  Kapital    zz  loo  verzinset  und  ab- 

y  100 

getragen  \>vird.    Hier  ist zr     ^  ,.^„  ^.      zz 

*^        "^        t  P   T  i6,065o6j 

6,0013  .  •    Dagegen  würde  für  denselben  Fall  Q  — 

100 

-;; ,   ,   ,  •-  H    2,0013  .  . 

49,967533  ^ 

Aiim.  Diese  Art  der  Schuldentilgung,  wie  sie  hier  atige- 
gehen  ist,  durch  eine  unveränderliche  Rente,  theils  zur  \  er- 
zinsung  theils  zum  Abtrag  des  Kapitals,  mufs  jedoch  nicht  ver- 
wechselt werden  mit  einer  andern  Art  der  Tilgung,  wodurch 
jährlich  ein  gleicher  Theil  des  Kapitals  abbezahlt  uuö  der  un- 
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berichtigte  Thcil  der  Schuld  verzinset  wird.  Im  erstem  Fal- 
le wird  jährlich  eine  gleiche  Summe  vom  Schuldner  gegeben, 
wovon  zuerst  der  uuberichtigte  Theil  des  Kapitals  verzinset, 
nachher  aber,  soweit  es  jedesmal  geschehen  kann,  ein  Theil 
der  Schuld  abbezahlt  wird.  Im  zweiten  Falle  wird,  da  je- 
des Jahr  ein  gleicher  Theil  des  Kapitals  abbezahlt  und  der 
jfestirende  Tlieil  verzinset  werden  soll,  die  jahrliche  Rente  im-» 
»ner  kleiner.  Von  dem  letzten  Abtra^'Q  wird  nachher  GOch  ge-« 
handelt  werden,     (S.  §,  38), 

Wäre  ein  am  Ende  des  nten  zahlbarer   Warth 

^^  W,  imgleichen  r  gegeben,  und  würde  die  Reute 

P.  gesucht,  die  mit  ihren  Zinsen  und  Aufzinsen    m 

n    Jahren    den    Werth    W  giebt,  so  wird  W  ir  p 

W 
(rn  —    i^  R    (f  23)  folglich  R  ~ —    :=:: 

w 


1     />    n 


Setzte  man  W=i,  so  würde  R 


r 

Anm,  Dies  ist  gleich  dem  im  §.  25  angegebenen  Kapi-- 
lalabtrag,  welches  auch  begreiflich  ist,  da  durch  den  Kapital- 
abtrag in  n  Jaluen  ebenfalls  der  Wertli  des  Kapitals  am  Endo 
des  nteo  Jahrs  aufgebracht  seyn  soll. 

Wäre    em    gegenwärtiger    Werth    Vi-  die  jähr- 
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liehe  Hente  H  und  r  gegeben,  und  würde  die  Zahl 
der  Jahre  gesucht,  worin  der  gegebene  Werlh  auf- 
gebracht   werden    kann,  so    hat    man  wieder  V  =2 


»  — 


R 


..   R,  also  -^  =  R— (r— i)V  und  r»    = 


K 


— ^ — -  ,  daher  n.  log.  r  :^  lor.  R  —    loo-. 


m  —  (r  —  ij  V'  ',  und  n  =  —2- !^ji_ — i: LJ, 

Wäre  anstatt  R  der  jährliche  Abtrag  Q  gege- 
ben, so  hätte  man,  da  R  =::r  Q  4"  C*'  —  l)  V  ist, 
^  _  1"S-  [Q  t  R  (r  —   0  V]  —  log.  Q 


Ex.     Wenn  V  =  l,  R  =r  c,c6  und  r  s=  l,04# 

.    ,  lop.    o,o6   —  log.   0,02 

so   %vira  u  = 

log.   i,o4 

. o,7'&i5i5  —  2    —   o,3oio3oo  f  2 

S= L_  =  28,  oiit, 

0,0I70JjJ 

Für  r»  =  1,05  und  R  =  o,c6  würde  n  = 
36;7239,  "Wäre  bey  dem  nämlichen  Zinsfufse  R  =: 
0,07,  so  hätte  man  n  r=:  2=;6765. 

Anm,  Für  die  überschiefsenden  Tlicüc  des  Jalirs  mnfs  dio 
Ilenta,  streng  genommen,  nach  §.  iG  berechnet  werden  •,  indca« 
seil  ist  oben  §.  i3  gezeigt  worden,  dafs  der  Unterschied  wicht 
grofs  ist,  wenn  man  die  Rente  innerhalb  des  Jahrs  der  Zeit 
proportional  berechnete 

Soll  die  Zahlung  nui;  auf  ganze  Jahre  gehen  und  R  sowohl 
ah  r  unverändert  bleiben,  so  kann  der  am  Ende  des  nten  Jahrs 
en  der  anfaubringendeu  Summe  noch  manglende  Theil  nach  seinem 
discüntlrten  Werthe  von  dem  Kentengeber  sofort  vergütet  wer- 
äeo.       Es    ist    z,    B,  für   R  ZZZ    0,06   und  r  ZU.    l,o5,  n  H 
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56,723g.  Soll  diese  nämliche  Rente  nur  bis  an  das  Ende  de» 
Sösten  Jahrs  bezahlt  werden,  so  ist  der  baarc  Werlh  einer  Ren« 
te  I  auf  36  Jahre  nach  dem  Zinsfusse  von  5  l'rocent  ~~- 
t6, 54685,  welches  mit  0,06  muUipIicirt,  den  boaren  Werth  der 
Jahrrente  von  0,06  auf  die  nämliche  Zeit  ~7~I  0,992811  '  i  — 
0,007188,  giebt.  Wenn  also  diese  letztern  0,007188  sofort  in 
dem  Kapital  i  abgezogen  werden,  so  ist  am  Ende  des  aten  Jahr» 
oichts  mehr   zu  erlegen. 

Wenn  gegeben  wäre  der  gegenwartige  Werth 
Jtr:  I  der  Rente,  die  jährliche  Rente  R  oder  auch 
der  Abtrag  q  und  die  ^ahi  der  Jahre  n,  und 
daraus    der  Zinsfufs    r    gesucht  werden  sollte,  so  hat 

man  nach  dem  vcrheroehenden  6.  m    ^ — - 

^=2   14-    ^ ; —  und  r  =  ^  (l  4" r— }» 

oder  auch,   wenn  q  =:  R  —  (r  —    l)  gegeben  ist„ 

qfr  —  I                  .r  —  i  . 

ra     r=:     -^-^ =  i   4-  und  r  ==s 

q  q, 

Hieraus  kann  man  r  durch  Näherung  finden, 
indem  man  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszei- 
chens die  muthmafslichen  Gränzen  für  r  setzt  und 
daraus  den  Werth  auf  der  andern  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens berechnet  j  welche  Operation  man  so 
lange  fortsetzt,  bis  die  Werthe  auf  beiden  Seiten 
mit  dem  erforderlichen  Grade  der  Genauigkeit  zu- 
sammenstimmen, 

C  s 
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Ex.  Ein  Kapital  rr:  i  soll  in  25  Jahren  da- 
durch bezahlt  werden,  dafs  jährlich,  aufser  den 
Zinsen,  3  Procent  Abtrag  entrichtet  werden,  es 
Tvird  gefragt,  welcher  Zinsfufs  hierbey  zum  Grun- 
de   liefet.      Hier   ist  nur  r  =  v'    Cl     ~f-    " ) 

°  Y      ^         '  o,o3 

Um  bey  der  ersten  Annahme  von  r  hinter  dem 
Gleichheitszeichen  nicht  zu  sehr  zu  fehlen,  kann  mau 
mit  Hülfe  der  Tabellen  über  die  accumulirten  Wer- 
Ihe  der  Jahrrenten  suchen,  zwischen  welche  darin 
angegebene  Zinsfüfse  r  fällt.  Z.  B.  bey  2  Pro- 
cent giebt  nach  dem  Tabellen  die  Rente  i  auf  25 
Jahre  einen  accumulirten  Werth  von  32,03,  bey  2f 
Frocent  aber  von  34,15;  ersteres  giebt  mit  0^03  mul- 
tiplicirt  einen  Werth  von  0,9609,  letzeres  von  1,0245. 
Da  nun  die  jährliche  Rente  0,03  in  25  Jahren  nach 
dem  Zinsfusze  r  einen  Werth  von  i  haben  soll,  so 
iit  r  >.  1,02,  und  r  <  I?025,  der  Vermuthung 
nach  näher  bey  I5C25  als  bey  i,o2.  Nimmt  mau 
hiernach  fürs  Erste  r  hinter  dem  Gleichheitszelchea 

^=  1,023  ^^>  so  ^^^  v^    Cl     +    — — )  = 

V  0,03 

V*  I;76666  =:  1,023015.  Setzt  man  diesen  letzten 
"Werth  wieder    hinter  dem  Gleichheitszeichen,  so  er- 

ladt  icau  v"    ^^    +  ■ '—^  =    1,023036.    .    Auf 

diese  Weise  findet  man  durch  fortgesetzte  Operation 
die  ersten  DecimaiziiTren  für  r=^  1,02311  .  . 

Wenn  R  gegeben  und  daraus  so  wie  übrigen« 
aus  der  angegebenen  Gleichung  q  und  r    zu  bestim-' 
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rgiebt  sich  aus  der  Gleichung  r» 
-,    dafs    r   zunimmt    so    wie    q 


men  wäre,    so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  m 
R  R 


R  —  r  t  I  q 

nimmt  und  umgekehrt.  Wenn  also  nach  dem  auf 
der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  angenom- 
menen Werthe  für  r,  derselbe  auf  der  linken  Sei- 
te zu  grofs  ausfällt,  so  mufs  man  auf  der  rechten 
Seite    r     kleiner     als     vorher     annehm.en ,      damit 

q  rrr  R  —  r  —  i  gröfser  werde,  und  umgekehrt. 
Anm.  Diese  Operation  ist  mühsam,  indessen  kömmt  tlia 
Aufgabe  nicht,  oft  vor.  Wp  übrjgens  der  Zinsfafs,  wonach  der 
jährlichö  Abtrag  geleistet  werden  soll,  gegeben  ist,  ^vio  dioa 
gewöhnlich  geschieht,  da  kann  man  auch  auf  eine  andre  Weiso 
bestimmen,  was  eigentlich  an  Zinsen  bezahlt  wird,  'vie  in»  fol- 
genden 5»  S«Z'5'S*  wer^ien  v/Ird, 


§.    29. 

Bev    Anleihen  wird    zuweilen    dem    GIäulbi'2;pf# 

I      aufser    der    Provision ,     eine    Prämie   in    Cbligaiio* 

tien    zugestanden,    so    dafs   ihm    an      Kapital    mehr 

verzinset    und     zurückbezahit    wird     tl^    er     gege- 

i      ben    hat,    und    es   wird     mitunter    für    die    Prärniö 

(ganz  oder  zum  Theü  ein  besonderer  Zinsfufs  fest- 
gesetzt. Auch  wird  oft  ein  termmhchsr'  Ab" 
trag  sowohl  auf  das  wirklich  bezahlte  Kapital 
als  die  Prämie,  und  zwar  gewöhnlich  nach  einem 
I     siicdrigern   Zinsfufse    als    für    die   Anleihe  bestimmfc 

I'  ist,  bedungen.  Wenn  nun  in  diesem  Falle  gefragt 
wird,  wie  viel  die  jährliche  Zinee  betragt^  so  be- 
rechnet   man  ,    was    &n   jährlicher    Rente    entrichtet 
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wircl,  dlvidirt  den  Beirag  m't  dem  baar  empfan- 
genen Kapital,  um  die  Rente  =  R  für  das  Kapital 
I  zu  erhalten,  und  sucht  sodann  aus  R  nach  dem 
§.  28»  den  Exponenten  ^,  wonach  der  jährliche  Abtrag 
Tür  das  Kapital  i  :=  H  —  i^  "1"  ^^  ^^** 

Es  sey  das  baar  gezahlte  Kapital  =  C,  dis 
Prämie  =  P,  beide  sollen  nach  dem  Zinsfufse  r — I 
in  n  Jahren  verzinset  und  in  Abträgen  bezahlt  wer* 
den  j  hiernach  wird  die  jährlich  zu  zahlende  Renten- 

iumme  =:    (C   4*   P)      ^  "~  ^  ■  (§.  25)>  und  für  dat 

n 

I 

I?  T   -"    f 

Kapital    I    wird   R    rr:  fl  H — tt') ■ — •    Wür- 

c  t 

de    der   Theil    P  der    Prämie  nach  dem  Zinsfufse  r 

tind  ein  anderer  Theil  ^  nach  dem  Zinsfufse  t  rer* 
2inset  und  abgetragen,  so  wäre  die  jährlich  zu  2ah» 

lende   Reute  =  C,  — ~ —    -J*   ^' "^ 


^ -,     und   für  das  Kapital  i,  R  =: 

r  —  r       ,       P     r  —  r 


.  ^  i  1 L,    Hieraus  fin» 


yU  jU  in 

del   main  den  Exponenten    der  Zunahme  oder  ^ 
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R 

"  ( )  und  den  Kapitalabtrag,  nämlich  auf 

Y    R  —  ()  +  I 

das  baar    empfangene    Kapital,  =  R  >-[-   i  —  jO. 

Es  wird  liiebey  indessen  angenommen,  dafs  der 
Qccumulirte  Werth  des  Kapitalabtrags  nach  demsel- 
ben Exponenten  q  berechnet  werde,  wonaehdieAn« 
leihe  verzinset  wird.  Wenn  aber  die  Frage  nach 
dem  Zinsfufs.e  eigentlich  dahin  gehen  sollte  zu  wis- 
sen, w%s  der  Schuldner  für  die  Benutzung  des  frem- 
den Kapitals  jährlich  entrichtet,  und  dabey  die  ^\i9* 
derbezahlung  als  ein  von  der  Anleihe  verschiedenes 
Geschärt  betrachtet  würde,  so  köante  es  gestattet 
werden,  in  der  oben  angegebenen  gesammten  jähr- 
liehen    Rente  rrr 

C    .Lr.JL  4.  p  -ir_L.    4,  cp  .LrLL  aen  jährU* 

I  I         *  I 

i-n  j,n  ^n 

chen  Abtra»  auf  C  nach  dem  Zinsfufse  r  mitC ' 


abzuziehen,  wonach    sodann  an    Zinsenbelauf  übrig 
bleibt  C  (r  —  I)  -f  P  -Inl.  -|-  ^  .Iri- ,  wel« 

ches,  mit  C  dlvldirt,  die  Zinse  für  i  Rthlr,  glebt  c3 

Ex.  Es  werde  eine  Anleihe  gemacht  atif 
6000OCO  Rthlr.  An  Provision  gehen  ab  375CCO 
Rthlr.,  und  es  werden  also  baar  ausbezahlt  5,625000 
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Rthlr.  Das  Kapital  soll  mit  5  Procent  verzinset  und 
in  36I  Jahren  jedesmal  znit  i  Procent  zurück  bezahl 
werden.  Noch  werden  den  Darleihern  2CCCCCO 
Fithlr  an  Prämie  zugesichert,  die  mit  6  Procent  ver- 
zinset und  nach  demselben  Zinsfufse  in  36^  Jahren 
abbezahlt  werdezi    sollen. 

Hier  ist   nun    das    obige   C  =  5,625000  Rthlr. 
P   ==    375CCO  Rthlr,,    r    z^    1,05   und   (C    -|-    P) 

Femer  ist  <p  s:r:  2000000  Rthlr.,  v  ^s^ 

j^6,  und  ^j)     ""  ^    =:  135976 

Folglich  wird  die   gesg,mmte  jährliche 


Renten  -  Summe  rr:  49597^  Rthl, 

Diese  Rentensumme,  mit  56250CO  dividirt,  giebt 
an  jährlicher  Rente  für  i  Rthlr.  des  baar  aus- 
bezahlten Kapitals  0,08817»  woraus  man  den  Zins- 
fufs  Q  —  I  =  0,08355  und  den  Kapitalabtrag  q  fUr 
das  Kapital  i  =:  0,004.62   findet. 

V/oIite   rr^an     nach      der    vorher    angegebenen 
zweiten  Formel    rechnen,   so     gienge  in    der  jährli- 
chen Rentensumme  von  49597^  i 
Ab  der  Abtrag  auf  das  baar     empfan- 
gene   Kapital    nach    d»?m   bedungenen 

Zirisfufse  0,05,  oder  C-^-^^^^^^ —  mit  56250 

x^  —  * , 

und  es  blieben  an  Zinsen  439720  Rthlr, 
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die  mit  5625CCO  Rthlr.  dividirt,  für  das  Kapital  i 
eine  Zinse  gäben  von  OjOjSlJ.  Hierbey  wäre  dann 
der  jährliche    Abtrag  für  i  Pithlr.    gleich  0,01. 

Anm.  T.  Welche  diefer  beiden  Methoden  man  bey  der  Bo- 
rechming  wählen  solle,  liegt  aufserhalb  der  rein  mathematischen 
Vorschriften»  Die  Auflösung  der  Aufgabe  nach  der  ersten  Me- 
thode ist  theoretisch  vollkommen  bestimmt  und  giobt  nui^  einen 
einzigen  Werth,  sie  setzt  indesseu  voraus,  dafs  der  Gläubiger  den 
Kapitalabtrag  auf  dieselbe  Weise  benutze,  wie  er  sich  die  Anleihe 
verzinsen  läfst;  die  Auflösung  nach  der  andern  Methode  läfst  im 
Allgemeinen  unzählig  viele  Werthe  zu,  und  es  hangt  von  der  Beur-^ 
theilung  der  Verlialtnisse  ab,  welclxen  Zinsfufs  man  für  den  Ab- 
trag annehmen  will.  Es  werde  z.  B.  zur  Verzinsung  und  Ab«» 
bezalilung  eines  Kapitals  von  100  Rthlr.  eine  jährliche  Rente  von 
7  Rthlr,  während  28  Jahi-e  bezahlt,  und  nach  dem  Zinsfufs,  der 
dabey  zum  Grunde  liegt  ,  gefragt.  Soll  nun  für  die  Benutzung 
der  Anleihe  und  den  Abtrag  der  nämliche  Zinsfufs  gelten,  so 
ist  dieser  o,o54  ,   .  und  der  jährliche  Abtrag  auf  roo  Rthlr. 

also  1,6.  .  Können  aber  verschiedene  Zinsfüsse  für  die  Ka- 

pitalverzinsung und  den  Abtrag  angenommen  werden,  so  kann 
min  den  Exponenten  r  für  die  Benutzung  des  Kapitals  willkühr- 
"TTch,  jedoch  kleiner  als  1,07,  annehmen,  wonach  der  Abtrag  so- 
öann  :  1,07  —  r  wird,  und  man  kann  immer  einen  Exponen- 
ten X  finden,  wonach  der  jährliche  Abtrag  in  der  gegebenen 
Zeit  bis  zu  100  Rthh-.  anwächst.  Wenn  z.  B,  r  HZ  1,05  ist, 
so  wird  der  jährliche  Abtrag  auf  100  Rthlr.  ZZI  2  Rthlr.,  und 
t  ZZZ  r,o4.  Wäre  r  ZZI  i,o45,  so  wäi-e  der  Abtrag  auf  100 
Hthlr,  ZU  2I  und  t  etwas  grösser  als  1,020  etc, 

Anm.  2,  Indessen  ist  doch,  wenn  solchergestalt  bey  der- 
gleichen Anleihen  für  die  Benutzung  der  Anleihe  und  den  Ab- 
trag ein  gemeinschaftlicher  Zinsfnfs  gefunden  ist ,  dieser  nur  so 
lange  von  beiden  Seiten  anzunehmen,  als  es  m  jeder  Hinsicht 
key  den  nämljehen  Bedingungen    verbleibt,       Würd«  man  z.  B, 
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f.päteihin  darüber  einig,  class  die  jährlichen  Renten  tis  zum  Ablanf 
des  festgesetzten  Abtragstermins  stehen  bleiben  und  dann  auf  ein- 
jmal    mit    ihren    aufgelaufenen  Zinsen  nnd   Zinseszinsen  bezahlt 
"werden  sollten,  so  wäre  es  zum  offenbaren  Nachtheil  des  Schuld« 
ners  ,  wenn  hiebey  der  ausgemittelte  höhere  Zinsfnss  zum   Grün« 
de  gelegt  werden  sollte.     Bliebe  z,  B.  in  dem  oben  angeführten 
Falle  die  Rente  für  alle    36^  Ji.hre     bis    zum    Ablauf  derselben 
stehen   und  sollte  dann    nach     dem  Zinzfusse  von     o,o8555  be- 
zahlt   werden,     so    betrüge    ihr    derzeitiger    Werlh   I07o543oo 
Rthlr,      Hätte  dagegen  der  Schuldner  Gelegenheit  anderswo  dio 
jährlich  zn  zahlende    Rente,     auch    selbst  zu  6  l'rocent,  aufzu- 
nehmen, "nter  der  Bedingimg,  dass  sie    mit  den   aufgelaufenen 
Zinsen   am  Ende  des  oben  angegebenen  Termins  auf  einmal  wie- 
der   bezahlt    %yerden  sollte,    so    würde    er  dann  nur  70417700 
Rthlr.  zu  entrichten  haben.     Wollte  man  anf  der  andern  Seite 
nach  Verlauf  einiger  Zeit    sich    darüber  vereinigen,  den  Rück- 
stand   der    Schuld  auf    einmal    abzutragen,    so    würde    es  nun 
zum     Nachtheil    des   Gläubigers    gereichen,  wenn  die  Berech- 
nung nach  dem  gefundenen    hÖhern  Zinsfusse  geschehen  sollte. 
Wären  z,   B.  in  dem  obigen  Falle  i6|  Jahre  verflossen  und  noch 
20  Jihre  der  Rentenzahlung  übrig,  und  würde  diese  auf  einmal 
nach  dem   Zinsfufse  von  o,o8355  bezahlt,  so  erhielte   der  Gläu- 
biger dann  nur  4745554  Rthlr.     Würde  ihm  dagegen  diese  Ren- 
tenzahlung für  20  Jahre  auch  nur  nach  dem  Zinsfusse  von  6  FrO- 
ceiit  angerechnet,  so  würde  er  doch  5688784  erhalten  haben. 

Anm.  5,  Ueberhaupt  mufs  man  bey  diesen  zusammengesetzten 
Berchnungen  sich  vor  einer  unrichtigen  Anwendung  der  ge- 
gebenen Bestimmungen  sorgfältig  hüten.  Nach  dem,  was  be- 
reits zur  Erläuterung  der  obigen  Aufgabe  vorher  angeführt 
■worden,  füge  ich  hier  nur  noch  ein  mit  dem  in  dem  §.  aii- 
jeführten  verwandtes  Beispiel  hinzu,  um  auf  einen  möglichoa 
Irrthum  bey  Berechnungen  dieser  Art  aufmerksam  zu  mafchen. 
Es  leihe  jemand  600  Rtlilr,  die  er  nach  dem  4  PrOceut- 
fusse  verzinsen  und  in  28  Jahren  abtragen  soll.       Zti gleich  ver- 
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pflichte    er  sich    eine    Prämie    von    200    Rllilr.     in    clcrselbea 
Zeit  nach    dem    6    Procentfusse    zu    verzinsen  uricl  abzutvngen, 
^un  beträgt   der  accumulirte  Werth  der  600  Rthlr.  nach  den» 
Zinsfiisse    von   4    Procent  am  Ende  des  aSsten    Jahrs 
600  ,  2,9987  ZU  .  179g,   22  j 

der  accumulirte  Wertfi  der  206  Rthlr. 
Jiacli  den  6  Procentfusse  am  Ende  derselben 
Zeit  aber  ist  ZZZ  aoo  »  5,iii6        ;  1022,  Saj 


folglich  der  accumulirte  Werth  bei- 
der Kapitale  ZZI  2821,  54. 
Wollte  man  nun  suchen,  nach  welchem  Zinsfusse  6^0  Rthlr, 
jn  a8  Jahren  zu  2821,  54  anwachsen,  so  fände  man  denselben 
'~~  o,o5G8,  und  den  jährlichen  Abtrag  auf  das  Kapital  i  ", 
0,01534,  wonach  der  Schuldner  folglich  jährlich  an  den  Gläu* 
biger  43,284  bezahlen  würde.  Er  soll  aber  nach  den  festge- 
»etzten  Bedingungen  entrichten: 

für  Goo  Rthlr.  mit  Abtrag   5  Procent  ;  36 

für    200    Rthlr.    mit    Abtrag    7,45cj 
Procent   ZZ!  14,918 


in  allem  60,918. 

Folglich  ist  die  obige  Berechnung  hier  gar  nicht  anwendbar» 
Sie  würde  voraussetzen,  entweder  dafs  der  Gläubiger  dein 
Schuldner  das  Kapital  bis  zu  Ende  des  28sten  Jahrs  nach  dem 
Zinsfusse  von  o,o568  liefse  und  so  den  accumulirten  Werlh  auf 
einmal  annähme,  oder  dafs  er  ihm  die  jährliche  Rente  von 
43,284  bis  zu  Ende  des  28sten  Jahrs  nach  dem  erwähnten  Zins- 
fusse anrechnete.  Es  hat  sich  aber  im  gegenwärtigem  Falla 
der  Gläubiger  aufser  den  Zinsen  von  zusammen  56  Rthlr.  einen 
)ährlichen  Abtrag  von  i4,gi8  bedungen,  wovon  er  12  Rthlr.  nach 
dem  Zinsfusse  o,o4,  und  2,918  nach  dem  Zinsfusse  0,06  an- 
rechnet, um  in  28  Jahren  die  zu  zahlenden  800  Rthlr.  zu  er- 
halten. 


44  Erster  Abschnitt. 

§•  30. 

Wenn  übrigens  durchgängig  der  nämlicbe  Zinsfufs 
bey  den  Berechnungen  zum  Grunde  liegt,  so  ist  es  In 
mathematischer    Hinsicht  völlig  gleichgültig ,  ^  ob  ein 
Kapital,    das  nach  einer  gewissen  Zeit  zu  zahlen  ist, 
wirklich  zu  Ablauf  der  bestimmten  Zeit  oder  durch 
terminliche  Abträge  oder  sofort  nach  seinem  discon- 
tlrten  Werthe  bezahlt    wird.      Wenn  aber  die  Ver- 
zinsung   des    Kapitals    und  dessen  Zurückbezahlung 
nach  verschiedenen    Zinsfüfsen    geschehen  sollen,  so 
ist  es  nicht  gleichgültig,  ob  die  Zurückzahlung  spä- 
ter   oder   früher    geschieht.       Wie  nämlich  für  den 
Schuldner  bey  der  Verzinsung  der  niedrigere    Zins- 
fufs der  vortheilhaftere  Ist,  so  ist  für  ihn  bey  der  Wle- 
derbezahlurg  durch  Discont  oder  Abtrag  der  höhere 
Zinsfufs    zuträglicher,    indem    nach     demselben    ein 
kleineres  gegenwärtiges  Kapital  oder  geringere  Abträ- 
ge   erfordert  werden,  um  In  einer    bestimmten  Zeit 
zu  einer  gegebenen  Summe  anzuwachsen,  als  nach  ei- 
nem niedrigem  Zinsfufse.      Eine  Anleihe  wird  daher 
für  den  Schuldner  schwerer,  wenn  die  Zurückzahlung 
durch  Discont  oder  Abtrag   nach    einem  niedrigem 
Zinsfufse      geschehen   soll ,     als    für    die   Benutzung 
des    Kapitals    bestimmt    ist.       Auch   wird  in  diesem 
Falle    die   Anleihe    um    so    lästiger  für  den  Schuld- 
ner,  je  frühzeitiger    oder   je   gröfser  der    Abtrag  ist, 
je  früher    der    discontirte    W  erth    gekürzt    oder    je 
grösser    derjenige    Theil    des  Kapitals  ist,  wofür  der 
discontirte  Vv/'erth    sofort    abgerechnet  wird.     Durch 
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die  folgenden  Beispiele  wird  dies  noch  deutlicher 
werden. 

Ex,  I.  Wer  2U  q.  Procent  ico  Rthlr.  leihet, 
die  am  Ende  des  sSsten  Jahrs  wieder  bezahlt  wer- 
den sollen,  sich  aber  den  discontirten  Werth  nach 
den  v}.  Procentfufse  mit  33^  Rthlr.  sofort  abziehen 
läfst,  bekömmt  nur  66|B-thl.,wofür  erißJahre  hindurch 
4  Rthlr.  jährlicher  Rente  zahlen  mufs.  Würden  die 
100  Rthlr.  nach  dem  Zinsfufse  von  3  Procent  sofort 
discontirt,  so  müfste  der  Schuldner  sich  4'2.93  Rthlr. 
kürzen  lassen,  behielte  also  nvir  SJjOJ  Rthlr.  zur  Be- 
nutzung, wovon  er  gleichwohl  zufolge  der  Verabre- 
dung 4  Rthlr.  jährlicher  Rente  entrichten  müfste. 

Ex.  2.  Wenn  in  dem  im  vorigen  §.  angeführ- 
ten Falle  überall  üein  andrer  Abtrag  entrichtet 
werden  sollte  als  für  die  Prämie,  welcher  Abtrag  mit 
zur  Zinse  gehört,  so  wäre  die  jährliche  Rentensum« 
zne  z=:  435976  Rthlr.  5  wonach  die  Zinse  7j75c6 
Pro  Cent  betrüge. 

Nach  der  im  gedachten  §.  angegebenen  Berech- 
nung beträgt  die  Zinse  in  dem  Fall,  wenn  das  baar 
empfangene  Kapital  nach  dem  Zinsfufse  zu  5  Pro- 
cent in  364  jährlichen  gleichen  Terminen  abgetra- 
gen werden  soll,  8?355  Procent. 

Sollte  der  Abtrag  auf  das  Kapital  so  wie  vor- 
her geschehen,  die  Prämie  von  20CCOOO  Rthlr.  aber 
sofort  nach  ihrem  discontirten  Werthe  zu  6  Procent 
mit  234984  Rthlr,  abgezogen  werden,  so  blieben 
von  dem  haaren  Kapital  nur  5390016  Rthlr.  übrig, 
und  an  jährlicher  Rente  wären  zu  entrichten  480000 
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Rthlr.  Danach  würde  die  Rente  in  Procenten  = 
8,905,  wovon  g,45  Zinse  und  0455  Abtrag  wä- 
ren. 

Würde  gar  aufserdom  noch  der  discontlrte 
Werth  des  dargeliehenen  Kapitals  der  6ccccco  Rthlr, 
nach  dem  5  Procentfufse  mit  iccccco  Rthlr.  abge- 
zogen y  SO  blieben  an  Kapital  nur  439CO16  Rthlr,, 
an  jährlicher  Rente  aber  wären  zu  bezahlen  42CCCO 
Rthlr.  Dies  gäbe  die  Rente  in  Procenten  zu  9,567 1, 
wovon  die  Zinse  9jI88i>  <^er  Abtrag  aber  0,379  be- 
trüge. 

Sollte  ein  Tilgungsfonds  durch  eine  jährliche  un- 
Ter'anderliche  Rente  R  errichtet  werden,  die  nach 
einem  gegebenen  Zinsfufse  r  —  i  benutzt  würde, 
«0  fände  man  den  accumulirten  Wei'th  der  Rente 
am  Ende  des    nten    Jahrs  oder   W  unmittelbar  aus 

n  

dem  §.  26,  es  wäre  nämlich  W  =  — R. 

r  —  1 

Wenn,    wie    im    §.    Co    angenommen   worden, 

die  zu  Anfange  jedes  Jahrs  in  Münze  zu    zahlende 

Rente  R  jedesmal  in  Papiergeld  umgesetzt,  auch  die 

in    Münze    fälligen    Zinsen    des    Papiergeldes    sofort 

wieder  in    Papiergeld  verwechselt    würden,  so  wäre, 

nach  §  20,  am    Ende    des  nten  Jahrs  die  Rente  des 

ersten  Jahrs  •=.  m  (l  -f-  u  m^"   R,  die  des  zweiten 

Jahrs  =  m  (i  -|"  u  m>  — >  R  etc.,  die  des  letzten 

Jahrs  =  m  (i  -^  ^  ^0  ^»     Folglich    wäre  der  ge- 
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sammte  Werth  in  Papier    am  Ende    des  nten  Jahr« 

(i  ■{-  u  m)"    '       —  (r  f  u  m) 


oder  W  =  R,  ra 


I  f  u  m  —  I 


n   (i    4-    u  m;  n  .  wurde  die  Ren- 

'  u 

te  aber  am  Ende  jedes  Jahrs  bezahlt,  so  wäre  der 
Werth  derselben  in  Papier  am  Ende  des  nten  Jahrs  ir: 
(i  t  u  m)"—  I    j^ 


Wäre  z,  B.  R  =  loooojr  m  i,oK,  m  n:  ^-^ 

xoo 
m  —  und  n  m  AOj  so  würde  u  m  m  c,c6)    i  -f-  U  ni  Zi: 

X>o6,    und  der   Werth  für  den  zuletzt  angegebenen 

17  n       ••        10,285718  —  r  

Jtall  Ware    ~    '— locoo  —  i857I43j6. 

o,o5  -^^  ^-^ 


§•  32« 
Wenn  fortwährend  am  Ende  jedes  nten  Jahrs 
cme  gewisse  Summe  :=i  F  zu  erheben  ist ,  und  der 
gegenwärtige  Werth  dieser  Hebung  gesucht  wird,  so 
ist  F  der  accumulirte  Belauf  der  Zinsen  und  Zin« 
seszuisen  eines  gewissen  Kapitals  iH  C  während  der 
bestimmten    n    Jahre ,    und  F   zu    Cm  —    C,    alsa 

Ozz — ' —   F.  (Auch  ist  C  =:  F  C—    4-  ~- 

r"  — ■  r  in        '       j.2n 

*f"  — = —   ~f*    •    0    i^*     Unendliche,    ebenfalls    ^ 

— ' .    F.> 
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Hieraus  findet  man  den  Werth  eines  reinen 
Ertrags,  der  jedesmal  am  Ende  des  nten  Jahrs  zu 
erheben  ist,  einer  Ausgabe,  die  jedesmal  nach  einer 
gewissen  Reihe  von  Jahren  vorfällt  etc. 

Wäre  die  erste  Zahlung  in  ni  Jahren  fällig  und 
tn<C  n,  so  müfste  man  zu  dem  auf  m  Jahre  discon- 
tirten  Werthe  des  obigen  Kapitals  noth  den  gegen- 
wärtigen Werth  der  ersten  Zahlung  hinzufügen, 
.  folglich    wäre    dann  der    Werth    oder    C    ZU 

»«—  r 

Sollte  nicht  das  Kapital  C  selbst,  sondern  an- 
statt desselben  eine  jährliche  Rente  R  bezahlt  wer- 
den, die  dem  Kapital  nach  dem  Zinsfufse  r  —  i 
entspräche,  so  wäre   für  den  zuerst  angegebenen  Fall 

R  ~  (r  —  I)    C    —-^^~.  F  ~  -^^ Fürden 


r 


2ten  Fall  aber    würde    R    — 


(r  -  i)  r^  - 


-    F,  vvo    nämlich    —f^^^    der  accumulir- 


te  Werth  der  Rente  i  auf  n  Jahre  ist. 

Ex.      Für  r  zz  1,04    und  n    ^  30  wird   C  ~ 


t  ^  r 


^    —  ~^:^-o'  F  =  0,445753.  F  und 


ijo4^*  "—  i  3,245398 


Von  unbedingten  Zahlungen  etc.      49 
•p 

R  =     ,^    r.,  .   '  =r  0,0178301     F,    Für  denselben 

56,o8'*938  -^ 

Zinsfufs  und  n  =:  go  wird  C  =  0,045351  F  und 
R  =  0;OOl8l4  F.  Für  den  nämlichen  Zinsfufs  und 
n  =  120  hätte  man  C  =i  0^009118  F  und  R  ^ 
0,0003647  F. 

Anm,     In  Cotta's  Entwurf  einer  Anweisung  zur  Waldwcrt!i-» 
Berechnung  S.  6»  etc.  findet  sich    eine  Tabelle  über  diö  Wesw 

the  von  — • für  n  von  t  an  t>is  aao  und  für  oie  gewöho.« 

iichsten  ZinsfUrse» 


Soll  die  jährliche  Rente  i  i?t  Terminen  inner^» 
halb  des  Jahrs  bezahlt  werden,  so  kömmt  es,  wl« 
«chon  in  den  §.  §.  16  bis  ig  bemerkt  worden,  darauf 
an,  wie  die  terminlichen  Theile  der  Rente  und  der 
Zinsfufs  dafür  angenommen  werden.  Da  übrigen» 
in  den  gedachten  §.  §.  der  Belauf  der  jährlichen  Ren« 
te  r  —  I  mit  ihren  Z\^  ischenzinsen  am  Ende  de» 
Jahrs  bereits  gefunden  ist ,  und  hier  der  Belauf 
der  jährlichen  Rente  i  mit  ihren  Zwischenzinsen 
gesucht  wird,  welcher  sich  zu  dem   erstem    verhält 


wie  i:  r  —  I,  so  findet  man  den  Belauf  der  Ren- 
te, i,  wenn  man  überall  den  Belauf  der  Rente  r-—I 
1 


mit  multiplicirt» 


Setzt   man   nun   entlich   für  jeden  nten    TheU 
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dei  Jahrs  nach  §,  i6  die  Rente  =:- ,  und  die 


r  —  I 


Zwischeuzinsen  für  jeden  Theil,  der  —     des     Jahrs 


m 


vor  dem  Ablauf  defselben  fallio-  Ist,  =  i"  —  I,    so 
ist  die  Summe  aller  Theile  mit  ihren  Zinsen  am  En- 


I 


d0  de»  Jahrs  :=  L^ (r      o       r^  v     n        ^ 


r 
1 
r"  —  1      r  -  1 


-f-  r"  -j-  r<9)  zzz  ^ ^ . =^  I ;  die  Jahrrente 

r  —  I 

v"-  I 

bleibt    hier    unverändert ,    so    wie   auch    der    baare 

Werth  einer  solchen  immerwährenden"  Jahrrente  "ZZ 

p    bleibt. 

Setzt  man  zwcitensy  wie  vorher,  die  Rente    für 


n 


-—  des  Jahrs    wieder  n: ,  di«    Zwischenzinse 

n  r  —   1 

für    —  <Jes  Jahrs    aber  Hl  — .  r  —  l,  so  erhält  man 
n  n 

nach  §.   Ig  num.   i  den  Belauf  der  Rententheile  mit 

ihren    Zinsen    am    Ende  des    Jahrs  ZI  (n  4- 

2 


r  -  l)   '7^-7  - 


I  t 

—   '  5  n   7  (n  —   i)  fr  —   i)      r      "-   * 

a  *     r  —  1 
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(r  t  0    n—    (r  —  I)   r"—  I  ,  —   /v-s 

i — ! — i^ * ,  und  wenn  n  —  00  ge» 

2  r   —   1 

.  .  r  t  r        l"o-  "^^-  "^ 

setzt  wird,  so  ist  dieser  "Werth  —  ■ . • 

a  r  —  t 

-zz.  ~ i -^  (wo  n  anstatt 1 ,  so  wie  p  anstatt 

2        n  log.  nat,  r  ^ 

gesetzt  ist);    der  Werth  einer  solchen  immer- 
währenden Rente   nach   dem  Ziusfufse  r  —  i  aber 

r  +  T    p  r  t  1  p* 

Ware  ZZ  p.    — ~  — — . 

2      n  in 

Für  r  =:  1,04  würd  der  Belauf  dieser  Rente 
^=  I,OQbl28l7j  für  r  Z=  1,05  aber  ZZ  1,0001983;  d»e 
baarenWerthe  solcher  iramerwährendenRenten  sind  er- 
sterer  nach  dem  jährlichen  Zinsfufse  von  4  Procent  ZZ 
255O03204,  letzerer  aber  nach  dem  Zinsfufse  von  5 
Procent  iz:  20,003866.  . 

Soll  drittens  die  Rente  für  ^  des  Jahrs  H  ;^j  die 


Zwischenzinse     für     —  des  Jahrs  aber  —  r 
n 

ieyn,  so  hat    man    den    Belai: 
des  Jahrs  nach  §.  18.  num.  2 


seyn,  so  hat    man    den    Belauf   der  Rente  am  Ende 

(r  -  I)» 


T^~    .  n  Cr"   —   i) 


Zr j ,  nnd  wenn  n  ZZ  CO  gesetzt  wird, 

n  (r     —  i) 

^  T 

(tt  wie    vorher  ^  log,   nat.  r 


ge- 


log.  nat.    V         P 

D2 


52  Erster  Abschnitt» 

tetzt),  den   haaren  Werth  einer  solchen     immerwäh" 
renden     Rente    nach    dem  Zinsfv|fse   r  —  i  aber  z:; 

IT    . 

P 

Für  r  zz  1,04  wird  diese  jährliche  Rente  ZT 
1.0198692,  für  r  zz  1,05  aber  ZZ  1,02479 ;  der  baar© 
Werth  einer  solchen  immerwährenden  Rente  ist  er- 
aterer  nach  dem  Zinsfulse  von  4  ProcentZZ25549673l69? 
letzterer  nach  dem  Zinsfufse  5  Procent  ~    20,4958« 

Ist  viertens  die  Rente  für  —  des  Jahrs  wieder zz:  — 

n  n  » 

die  Zwischenzinse  für  ~  des  Jahrs  aber  iz:  — .  r  —  ij  so 
n  n 

erhält  man  nach  §,  17  den  Belauf  der  Rente  am  En- 

j      ,       TT        _.  V  --  i  n  —  T    (r  —  i)*     ^      f_ 

de  des  Jahrs  — 4- . __    i    -|- 


3  n 


— •  (X  -^   l)f  und  wenn  n    unendlich     wird, 


I   + "  ^^^  ~~2    <3eu    baaren    Werth    dieser  im» 

3  2 

merwährenden    Rente    nach    dem    Zinsfufse    v  *—  i 


.li 


_     r  t    1 


&C.er    ^     —  —  p. 
2 


JDiese  Rente  ward  für  den  Zinsfufs  von  4  Pro- 
Cent  zz  1,02,  für  5  Procent  aber  zz  1,025,  so  wie 
-der  baare  Werth  der  immerwährenden  Rente  erste» 
rer  zu  4  Procerit  ZZ  25,5,  letzterer  zu  5  Procent 
»her  n:  20,5. 

Anm.  I.     Wenn    man  unter    tinm.  3  und  4,  n  ZI  2  setzt, 
»0  «rhalt  man  den  Belauf  der  jährlichen  Rente,   das  eiuemal  Zli 
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^ „^.^  das  andre  mal  ZZ  i  f .     Erstercs  giebt  fltr 

i  4 

a  (r^  -  1) 

r  ZZ    i,o4    die  Rente    zu    1,009g.  •  ?  für  r  ZZ    1,00    aber    «u 

jjOiaoS,     Letzteres  giebt  im  ersten  Falle  1,01,  im  zweiten  aber 

j,oi25.        Wenn  also  jedes  halbe  Jahr  J  an  E.ente  bezahlt,  dcff 

Fundamentalzinsfufs  aber   beibehalten    werden  sollte,  so  hätte» 

da    der  jährliche  Belauf  der    halbjährlich  mit  ^     zu    zahlendea 

Rente  nach  den  4  Procentfufse  beinahe   i,or,    nach  dem  5  Pro- 

rentfufse  aber   beinahe  r,oi25^  ist,    der  Rcntennehmer    für  eiua 

solche  Rente  das  erstemal  1  Procent,   das    andre  mal  3^  P/oc«nt 

mehr  an  Kapital  zu  bezahlen  als  für    eine    Pv.ente,  die  jedesmal 

am  Ende  des  Jahrs  mit  i  gehoben  werden  sollte, 

Anm.  2.     Uebrigens  kann  man  die  hier  angegebenen   baa- 

jren    Werthe    der    verschiedenen    in  augenblicklichen  Terminan 

zahlbaren  Renten  nicht    in   dem  Sinne  Grundkapital©    nennen, 

dafs  sie  nach  dem  Zinsfufse  r  —  i   jährlich    eine    Rente  ZZ  r 

geben.     In  diesem  Sinne  wäre  das  Grundkapital,  nach   5.  f,   17 

und   18,  für  Nura,  2  im  gegenwärtigen  J.  ZT ■-■ für  nimi„ 

r  7  1.  1.  r 

I.  r  a 

3  aber    ZZ —    und    für    Num,    4  ZZ  — — —- 

(r  —  0'  (rfi)  (r— I)* 

Hiervon  sind,  wenn  r  ZZ  t,o4  geseszt  wird,  die  Werthe  für  nun».. 

3   ZZ    04,9967,    für    nura.  5    ZZ    24,5i29  und  für  nuni.  4  ZZ 

24,5098.     Soll  einer  von  den  im  gegenwärtigen  §.  angegebenoa 

Kapital werthen  'als    Grundkapital    angesehen  werden.,    so  kana 

es  nur  in  so  weit  geschehen,  als  ein  solches  Kapital  in  -^  Theil 

c 

des  Jahri,  vTit  klein   auch  gesetzt  .werden    mag,     —     al» 

Ziinso  trägt,  und  in  diesem  Sinns  wird  7t   ZZ — —      künftig 

log.  nat.  r 

»Is  Grundkapital  betrichtet  werden^ 
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§.  34- 

Hiernach  findet  man  auch  den  Werth  einer 
Jahrrente  i,  die  eine  bestimmte  Zeit  in  augenblick- 
lichen Terminen  bezahlt  werden  soll,  nach  dem 
Zinsfufse  r  —  i.  Da  nämlich  die  haaren  Werthe 
der  Renten,  für  die  nämliche  Zeit  und  nach  dem- 
selben Zinsfufse  berechnet,  sich  verhalten  wie  die 
Renten  selbst,  so  ist  der  Werth  der  in  augenblick- 
lichen Terminen  auf  x    Jahre    zu   zahlenden  Rente. 

l)  wenn  die  Rente  für  -  des-  Jahrs,  als  einen  au- 
n 

X 

genblichlichen  Termin,"  ,  und  die  Zwischen- 


fn 
u 


alnse    für   —  des  Jahrs  HZ  r      —  i   gesetzt    wird,   — 
u 

2)  weim  die  Rente  wieder  für  n    des    Jahrs  zu 

■ j    die  Zwischenzinze   für  —  des  Jahi'saber  — 

»  —  I  n 

.-    .  r  —  I  genommen  wird,  so  ist,  n  ZI  00  gesetzt, 
n 

der  gesuchte  Werth  ZI  • ^  ~  fl ^ — )      ^^^^ 

(if  t  0   P    n      i 

in      **      ix    *      . 

3)  vrenn  man  nach  num.  3  im  vorhergehenden 
$.  die  augenblickliche  Rente  ZI  17,    und     die    ZvTi- 
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m 
schenzinse  für  - — -  des  Jahrs  n  r"   —    I     eetzl,    so 

wird  der  baare  Wertli  der   auf   x    Jahre  «u  zahlen- 
den Rente  zi, (l  —•  — •)  =^    TT  (r ^ 

log,  nat.    r  j.-'t  ^x    ' 

4)   wenn   nach    num.    4  im  vorhergehenden  §. 
die  augenblickliche  Rente  wieder  zu  ^,  die  Zwischen- 


zinse   für   •  des  Jahrs   aber   zu  - — •  r  —  I    ange- 

II  n 

nommen  wird,  so  ist  der  gesuchte Werth  dieserRente  auf 
X  Jahre  — p  (r ^    m /— , 


Dri*ttes      Kapice  L 

Von 
veränderlichen      l.eitrenten. 


,      §•    35- 
Einft  Zeitrente  kann  nach  mancherley  Verhält- 
nifsen  entweder    zunehmen    oder  abnehmen.        Von 
diesen  manchen  Verhältnifsen  werden  hier  nur  dieje- 
nigen betrachtet  werden,    wo  die  Renten    der  nach 
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«inander  folgenden  Jahre  entweder  eine  geometnscKe 
oder  arithmetische  Reihe  ausmachen,  oder  auch  nach 
den  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  fortgehen,  da 
«ndre  Bestimmungen,  Tvenn  gleich  denkbar,  doch 
tticH*  gewölmlich  sind« 


Wenn  die  Zeitrenten  in  einer  geometrischen 
Reihe  fortschreiten,  wenn  die  Rente  des  ersten  Jahr» 
d  I,  der  Exponent  der  Reihe  m  a,  der  Zinsfufs  "zzr — I 
Und  die  Zahl  der  Jahrein  ist,  so  ist  die  Reihe  der 

Jahrrenten  ZZ  i  ^  a  J^  a,^  J^  .•4"^"""^>  ""^ 
wenn  jede  Jahrrente  auf  den  Anfangstermin  discon» 
tlrt  wird,  so  erhält  man  den  gegenwärtigen  Werth 

der  Zahlungen  oder  V  zz  —  4"  ~v  "i"  T*  "*"  ' 

+  ^  =  -^(t  +  ^+jl  +  ... 

|.n  r     \^  r  r* 


4.    • -^.  Da  nun  hier  —   der   Exponent  der 

Heihe  iitf  so  hat  man  V  ~  —  •  -  '    ■ 


«  e 

t 


Ä  —  • 
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Wäre  a  "<  r,  so    wird  in  diesem  Ausdrucke  so* 
wohl  der  Zähler  als  Nenner  verneint,  und  man  kann 
den   Werth    dann  auch    ausdrucken    durch 
an 

rn  . 

r  —  a 

Wäre  aher  a  —  r,  so  erhielte  man,  anstatt  dei 
gesuchten  Werthes,  V  ^  f ,  woraus  sich  kein  he» 
stimmter  Werth  der  Rente  ergiebt.  In  diesem 
Falle  findet  man  aber,  da  jedes  Glied  der  Reihe  li^ 
I  ist,    den  Werth    ohne  weitere  Rechnung  m  n. 

Ex,  Es  sey  a  zz  i,o6,  r   1=    1,05,  n  zz  20j 

(r,o6  -v  20  3,2071 
i,o5>/                    3,6533  1,2087- 

ist    V    __  ■ " "^ 


SD 


j,o6  —  i,o5  o,Qi  0,01 

=  20,87. 

§'  37- 
Sollten  die  Jahrrenten  in  einer  arithmetischen. 
Reihe  fortschreiten,  und  zwar  zuerst  nach  der  Ord- 
nung  der  natürlichen  Zahlen  von  i  an  zunehmen, 
so  wird,  wenn  jedes  mten  Jahrs  Rente  durch  die» 
Division  mit  rm  auf  den  Anfangstermin  discontirt 
wird,  der  Werth,    oder  die  Summe  dieser  discontir- 

len  Renten^  welche  künftig  mit  P bezeichnet 

werden  soll,   — -^4--4-  +  -r'4"-r+   •••!* 

^*     Also  ist  (r  —  1)    r — -^ 
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Durch  Addition    beider    Reihen     erhält     man     also 

(■^  -«/t"-='  +  T  +  7I+,-^+"  + 

— =1  +/ ,    folglich 

/»_  —         y        r     JL    r        *  **  \ 

Da  ferner    i   +  f- ZT  i  4-   ■ — -4-   ~- 

j."  ~"'  ^  r       *      r*    ^    r^        » 

•4-  — )  ^^  r  f — ,    so  könnte  man    auch  den  Werth 

von  r —   durch  P  (r  /* )      ausdrucken  ; 

dies  ist  jedoch  für  die  Anwendung  weniger  bequem, 
da,  wenn  man  den  Werth    von     /* —  aus  den  Ta- 

bellen  nimmt,  man  erst    wieder  mit  r  multipliciren 
mufs,  wogegen  man,  wenn  n\a.nj aufsucht, 

sofort  ohne  weitere  Rechnung    i    hinzulegen    kann. 
Ex,    Wenn    die   Rente    mit  i    anfängt,    n  nr  20» 


Von  unbedingten  Zahlungen  etc.  5g 

r  :^  I>04,  also  p  ZZ  25  ist,   so  hat  man  f •  in 


^5Q+f~-, ^^)   =  25   (I  +   13^133939  — 

20.  0456387)    =    25   (14,133939    —   9'i2774)    — 
125,1549- 

Anm»  Es  liefse  sich  der  angeführte  Satz  auch  noch  auf 
einem  andern  Wege  herleiten.  Man  kann  nämlich  jeden  ein- 
zelnem der  n  Rententhaler  als  die  Zinse  eines  Grundkapitals  ZZ 
p  ansehen,  wovon  dem  Rentennehmer  im  Anfange  jedes  Jahrs 
eins  bezahlt  wird  und  welche  Grnndkapitale  alle  von  ihm  am 
Ende  des  nten  Jahrs  zurückgegeten  werden»  Der  Werth  der 
gesuchten  Rente  ist  also  gleich  dem  Werthe  der  n  Grundkapi- 
tale, wovon  eins  im  Anlange  des  ersten,  eins  im  Anfange  des 
2ten,  eins  im  Anfange  des  5ten  Jahrs  etc.  fällig  ist,  weniger 
dem  Werthe  aller  Grundkapitale,  auf  n  Jahre  discontirt,    folg- 

lieh  vnzpt'rf-I-t-i-t..  -— -—)    - 

n  p 


-~  —  P  (i  t  / ■ ■ ) 

^n  «^      „n   —  I  ^n 


wie  vorher. 


§'  38. 

Sollte  ferner  eine  Rente  im  ersten  Jahre  mit 
b  anfangen  und  jedes  Jahr  bis  zum  Ablauf  des  nten 
nach  der  Ordniuig  der  natürlichen  Zahlen  ahneh- 
me}i,  so  setze  man  der  Gleichförmigkeit  wegen  b  -{-  I 

HH  a  und  bezeichne   diese  Rente  mit  f ,  wo 

^  r" 

a  unveränderlich  ,    n  aber  veränderlich  ist.     K  un  ist 

/a  —   n      a  —   'f_^  —   ^_1_  „L.^"""     -^ 
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a  r r — . ,  wonach  man  diese  Reihe  auf  die  im 

vorhergehenden  ^.  angeführte  Formel  bringen  kann. 

<•  a— T 
Aufserdem  hat  man    aher  auch  (r  —  1)7  —^ 


a— r,a  —  2,a  —  5,  ,a  — n 


a — t» 

a  —  r         a  —  3  a  — nf  r  fl'— >n 

T^  1-*  *  *  r"  —  *  r"*  * 

JDurch    die  Addition  beider  Reihen  erhält  man  also 

r 
^N   — a  —  I  —  / ■  — 

^^=:^,  foigUch  r^^-^ = p  Ca  - 1  -  r— i . 


Wenn  die  Rente  solange  fortdauren  soll,  bis  11  —  « 
wird,  so  ist  das    letzte    Glied   in  der  obigen  Formel 

oder^^~=  o,  und  für  diesen  Fall  hat  man  den 
gesuchten  Werth  =  pa  —  pry~    oder,   wenn 
man  b  wieder   substitmren  wollte,  J P  © 
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Ex.  Es  werde  bey  einer  Anleihe,  für  einen 
bestimmten  EInschufs,  eine  Prämie  von  150  Rtlilr, 
fiolchergestalt  bewilligt,  dafs  sie  in  den  nächsten  35 
Jahren  jedesmal  mit  |j  bezahlt,  und  der  rückständig 
ge  Thell  jährlich  mit  2  Procent  verzinset  werden  sol- 
le; man  sucht  den  Werth  der  Prämie  nach  dem  Zlns- 
fufse  zu  4  Procent.  Das  Kapital  der  Prämie  kann  als 
eine  Annuität  angesehen  werden,  die  in  35  Jahren  je- 
desmal mit  y^°  :i=  y*  Rthlr.  bezahlt  werden  soll,  und 
davon  ist  der  Werth  nach  dem  Zinsfufse  von  4  Pro- 

^    5o  t  5o^-,. 

Cent   —   ~r — ■ z:— i8j6646_        79;99I2« 

Da  an  Zinsen  das   erste   mal  35, 

5o      2    ^6-1  «1 

— , 35 — •    das  zweitemal    34. 

7     100  70  ^^ 

— ,    das   drittemal    qq.  —  etc.  bezahlt 
70  ^-^  70 

werden  sollen,    so  ist  der  baare  Werth 
der  Zinsen,  ebenfalls  zu  4  Procent  be- 
rechnet, zu:—  p  (b  —  r-r-]  ^zz:  — 
70  *  J    x^  J  70 

35  C35  —    1856646)   =:  3550044. 


Beides    zusammen    glebt  II4,9956> 

als  den  haaren  Werth  der  Prämie. 

Anm,  r.  Eine  ähnliche  Prämie  gab  die  dänische  Regierung 
bey  einer  Anleihe  im  Jahre  lySS.  Es  ward  jedoch  daböy  bestimmt, 
dafs  die  Prämie  von  i5o  Rlhir,  während  der  55  Jahre  mit  einer 
gleichen  Rente  nach  dem  aProcentfufse  verzinset  und  abgetrage 
werden  sollte.  Nun  hat  man  nach  den  Zinfifufse  von  2  Procen« 
für  eine  Mise  von  24,9986  eine  Jahrrente  von  i  Rthlr.  auf  35  Jah- 
re,  und  folglich  für  i5o  Rthlr.  Kapital  eine  jährliche  Rente  von 
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6,ooo5  oder  beinahe  6  Rtlili-  auf  die  nämliche  Zeit»  Der  haa- 
re Werth  dieser  Rente  nach  dem  Zinsfufse  von  4    Piocciit  ist 

aber  6.  i8,6646  111,9876  Rthlr,,  also    etwas  weniger 

als  im  vorhergellenden  Falle»  Ich  führe  dies  an,  um  zugleich 
auf  den  Unterschied  der  beiden  Fälle  aufmerksam  zu  machen, 
in  deren  einem  jedes  Jahr  ein  gleicher  Theil  des  Kapitals,  in 
dem  andei-n  aber  jedesmal  eine  gleiche  R.enle  zur  Verzinsung 
und  zum  Abtrag  bezahlt  wird» 

Anm.  2.  Auch  den  im  gegenwärtigen  §,  vorgetragenen 
Satz  kann  man  noch  auf  eine  andi-e  Art  darthun»  Man  kann 
nämlich,  wenn  die  Anzahl  der  Rententhaler  im  Anfange  n 

ist,  diese  n  Rententhaler  als  Zinsen  von  n  Giundkapitalen  an- 
sehen, die  dem  Rentenempfänger  im  Anfange  des  ersten  Jahrs 
dargeliehen  werden,  von  welchen  Grundkapilalen  jedoch  eins 
am  Ende  jedes  Jahrs  zurückbezahlt  werden  mufs»       Der  Wcrlh 

I  I        , 

dieser  Renten  wird  daher  n  p  —  p  ( -j-  — ^     *J*      ,      • 


•J* . )    ; p   —     p    f. .     Die  hier   angeführte    Formel 

iderer 
kommende    Formel   für    / 


ist  übrigens  ein  besonderer  Ausdruck    für    die    weiterliin   vor- 

r" 


§'  39- 
Wenn  die  Renten  der  verschiedenen  Jahre 
nach  gleichnamigen  Potenzen  der  natürlichen  Zah- 
len von  I  an  fortgehen,  d.  h.  wenn  im  ersten  Jah- 
re I*,  im  zweiten  2=,  im  dritten  3*  etc.  oder  im 
ersen  Jahre  i',  im  zweiten  2',  im  dritten  3*  etc., 
überhaupt  im  ersten  Jahre  i^,  im  zweiten  2'"  5  "" 
dritten  3m  etc.  bezahlt  werden  soll,  und  der  gegen- 
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wärtige   Werth    dieser  Rente  mit  f bezeichnet 

jjin  jin  jin  5m 

wird,  so  ist/—  =  _  4-  —  4-  _    4-   ,    . 

-f-  .     Nun  ist  (r  —  i)  C 

jin        a"^        5m         4^^^  n™ 

jin         ^m         3m  (n— i)"^         n"^ 

r  r*  r^  j.n  —   1  ^n 

Durch  Addition  beider  Reihen  erhält  mau  (r  —   i) 

/ •  I  -]-  — \-  1 f- 

•/     J.U  *  r  r 

(3  f   i)«^  —  3™     ,  C"  —  1  t   i)™-(n— i)'"        n"» 

Entwickelt  man  ferner  jedes    Glied   binomisch, 
so  hat   man 


1.2         r  / 
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'j    m.m— »i.m  —  2 

i"^— ^     ,           ,     Tn.m— 1..1  i 

"»                       1.2,3 

"1"*  •  •   1*  '                     .  -  — 
r                                ,  1  ,  3  .  ,  m  r 

j    m.jn  —  t.m—  2 

2™     ^    ,     .  .    ,     m.tti  —  I..I  1 

'^                        1.2.3 

■'I'»»'I"                             • 
r*             *             *       1   ,  2  ,   .  m  r* 

,    m  .  m  —  1  .  m  —  2 

gm— 3      ^             ^     m.m  — i.,i  i 

*'               I  .  a  .  3 

+ 

+  ..+ 

+ 

+  ..+ 

j    m  ,  m  —  1 .  m— 2    (n- 
*            .  .  a  .  3           ^n 

1 

n"» 

f 

r" 

Danach  ergiebt  sich    also    aus  der  Addition  der 

iz: 

I   -J-     — -/ O, ./ J- 

!•'       j.n  —  1  *  i.2*'yn  —  r        * 


1  .  a  .  5 


— ,  und    r rz: (i   ^  m  f 

m  ■  m  —  1       -(n— i)m— 2  m.m  —  i.m  —  3 

^^  1,2       J     ^n  —    i«  1.2.3 

Da  die  Potenz  vom  Grade  m,  m  -J"  I  Glieder 
hat,  so  hat  jede  der  oben  entwickelten  horizontalen 
Reihen  m  Glieder.      Im  mten   Gliede   wird  der  Ex- 
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ponent  =  m  —  m  =  o,  folglich  die  auf  die  Po- 
tenz erhobene  Grofse  =    i,  auch    wird  der  Coeffi- 

cient  dieses  Gliedes  =  • — 1-1-    rr:  i ;  daher 

I  2  .  .  m 

ist  die  Summe  dieser  mten  Glieder   r=  /' — , 

Die  Glieder  nach  dem  mten  In  jeder  der  entwickel- 
ten horizontalen  Reihen  haben  den  Factor  m  —  m 
=  o,  also  bricht  die  Formel  mit  dem  mten  Gliede 
[die  beiden  äufsersten,  nämlich   das  erste  r=  i  und 

das  letzte  =    — ,    ungerechnet]    ab. 


Wie  leicht  indessen  diese  Formel  zu  übersehen  ist, 
so  Wird  sie  doch  bey  Substitution  dadurch  etwas  unbe- 

quem,dafs  die  Summen  von — - — durch  Summen    von 

(n  —  if 

—  ausgedruckt  sind.     Man  kann  mdefsen  den 

r«  — -  I  '^ 

obigen  Ausdruck    leicht    In    einen  andern     verwan- 

dein,    worin    alle   Glieder  Summen    von  sind. 

Es     ist    nämlich     nach     der     angegebenen     Formel 
(n  f  i)in     _  ,      m    «  n'"  —  J^     ,       m  .  m    —  i 


r"     -     ^  ,.2.3  ^      r» 

—  ^^ — V^^).     Nun  ist  aber  / ZZ  f -- 

E 
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m  .  m  —  X 


I  .  a 


,m  —  2  — =— —        .      -—  m  — 3 

'  •     m         m    — .    r     .    m    — •  i     A*    " 


r»  1.2.3  •'      r«  T^        -^ 

-=    p    —  - —  ' ; — .     Die  beiden    letzten  ver« 

«einten  Glieder  sind  zusammengenommen  ~  (p -|- i) 
-    -T- —  —  pr -—     nz:  p ,     Folglich 


nx— a  ""-  m  — '  3 

^n  ^  J  ,  a  .  3  y  ~  +  •    ' 

r  r 

r 

Setzt  man  nun  nach  und  nach  m  üT  r,  m  ^T  2j 
m  n  3  etc.,  so  erhält  man  die  Summe  der  discon= 
tirten  nach  den  Potenzen  vom  Grade  i,  2>  3  etc. 
der  naturlichen  Zahlen  steigenden    Renten. 

Es  seyalso  m  —  i,  soist /" zz  p   (i  -{-i 

«Jl-.),  wie  vorher  im   §,  37,   oder  auch  f — —— 
=  P  Ci  +  x/~    - ^-)  ~  p  (I  4. 
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f-l Ü-i)  zr  p  (,  +  p  -- lliJlL). 

•*       j.n  jH  j.n 

Für  m  izi  3  erhielte  man  nach  der  zuletzt  an- 


gegebenen Formeiy*  — :;;        =^  p  (i  -J-  ^y* 

J-    r  — 1 ll.ti2l),  und   durch   Substituirung 

J  —^  r=p(i  +  3p4-ap* 

—  »^^    t  anCi  t  P)  t  I  f  5  p  i  2  pg.    g^p^  . 

Ex,  Es  sey  n  zr    2,  m  Z=^    2,  r  =  1,04,  also 
p  =  S5,  so  wird/  ~—  =  • 

25»  [l  +3-  25  +  2.625  — (44-4.26-1-1  +  75  + 

1250).      09245562]    1=     33150    —    33145^3402   ir 

4»6597- 

Auch    findet   man    durch  die  gewöhnliche  Be- 
rechnung 

~:  0,961538. 


t 


=::   4.0,9245562  ^  3j698224 


folglich  zusammen  r=r  4>659762. 

Anm.     Tetens  führt  in  seiner  Anleitung    zur    Berechnung 

/m 
_ . 
n 


E  2 
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an,  nämlich  / ZU    p    (r  f-^ t 


•/      j.n  s  .  a  J      j.n 

„-..■n-.....JL-1ÜLlir_ILl..      D„ 

Beweis  dafür  ist  aber  ziemlich  weitläufig,  und  die  Formel  nicht 
«0  ieicht  zu  übersehea  als  die    vorher  angeführte 


§.    40. 
Aus    den  im  vorigen  §.  angeführten  Ausdrücken 

neht  man,   dafs  die  Formel  i^^f ,  wenn  man  an- 

etatt  der  höhern  Potenzen  die  niedern  und  zuletzt 
anstatt  f  — ,  p  (l )  zz  p  —  p  — ■  setzt,   aus 

Zwey  Thellen  bestehe,  einem  bejahten  und  einem 
verneinten.  Der  erste  enthält,  aufser  den  Coeffici- 
enten,  lauter  Producte  von  p  und  dessen  Potenzen, 
und  ist  von  n  ganz  unabhängig.  Der  zweite  enthält 
Potenzen  und  Producte  von  p  und  von  n.     Wie  nun 

bey  f  — .ZZp--p   —  der  erste  Theil  oder  p  zz 

—  JL  —   4,  —    -4-    .    .   ins    Unendliche,     d,    h. 

i 

gleich  dem  Werthe  von  f  ~     ins  Unendliche    ist , 
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so  Ist  zu  erwarten  y  dafs  auch  überhaupt   in  den  Aus. 

„TB 

drücken  für  die  hÖhern  Potenzen    oder    in  f 

der    hejahte  Theil,  der  von  n  unabhängig  ist,    dem 
Werth  der    unendlichen    Reihe  > —    •+• 


-f- etc.  gleich  sey.     Man  kann  daher  auf  diesem 

Wege  das  Gesetz  suchen,  wodu^h  sowohl  der  bejahte 

als  verneinte  Theil   von  f  — •  bestimmt  werden. 


Es  ist  nämlich  zuerst    /* . — -      ins   Unendliche , 

*  .  1  .  I  1  i  r  -TT 

zn U 1 4" f-  <Sj  ins  \jn~ 

endliche,  und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  r  ■ — i 

multiplicirt,  so  wird  (r  — i)  f—    nz 
l  r  12  rl  J 


Ferner  ist  f  — •  ins  Unendliche  nr  — -4-    — 

+  "^  +  "7^  +  ^  '  *^'°  ^"^  —  *^  /"^  ~ 
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i  ,+^  +  ±  +  ±  +  ^    ) 

l  r  r«  r»  J 

Eben  so  ist  f  — ins  Unendliche   nz  —— — - 

+  ~r-  +  -^,—  +  -^r-  +  «^^  «"d  Cr  -  I) 

I   I  4-    • 4-  - — ; J-  — --—  +  oo    l 

rfl  __j  *■  '^  "^  L 

J  -s—\  1  a*  3«  I 

also  (r  -   O/—  —  1  +    "r~~  +"~Tr— 

—  1  +  3  P  +  2  pS  und/  — >-  ^-— ;^ 

—  P  +  3  P*  +  3  p». 

• ins  Unendliche  —    =--—    -^ 

_*!„  ^  -IL.  +  «J-L  +   e^,,     «nd   (r   -   I) 
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f  a«      .      3«       .       4«        , 


""       r  r»  r» 

3 
oder  (r  —  i)  /*  -^  ins  Unendliche  ^:^ 

,       S.ifS.ift       t  3.2«t3.ati 

r  *  r* 

,       3.3af3.3ti        ,         


<%?    I 


+~^'+/-7x+3/-t; 


1«  '*/       fX  »^     rt 

/»    *^    .       TT        jr  1,     ,  i  t  7  P  +  53  P*  +  6  P'"  = 

/   — —  ms  Unendliche — — = 

P  +  7  P*  +  12  P'  +  6  p^. 

Auf  dieselbe  Weise   läfst  sich    der  Werth  jeder 

j  jin  gm  4111 

Reihe  wie  —  +  " —  4 — r  4 — T   "^   *^   "*'   ^*** 
r  r'  T^  r* 

endliche  finden. 

Sucht  man    aber  die  Summe   bis  zu  einem  be* 
stimmten  nten  Gliede,  so  mufs   man  von   der  Sum» 

me  der  mit  —   anhebenden    unendlichen    Reihe 

r 

/   - — ,  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  vom  Glie« 

de — •  an  abziehen,  wonach  der  Rest  den  Wertl\ 

f"  t  « 


7^ 
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der    endlichen  Reihe    von 


bis      " — 


giebt. 


Diese     abzuziehenden    Glieder   sind 
(n  t  0™      ,     (n  t  2)™      ,      (nt3>n 


Es  ist   aber 


r"  t3 


-; —    —    ^n    —    4-    — .    n 


r!l^£_    zu    (n^  —    4-    —    n"        *    — 


1  .  a  r  r 


\+ 


—    j^m  —  a     a 


1  .   2 


4- . .  4-  .!_) 


Nun  machen  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
der  entwickelten  Potenzen  wieder   under  sich    eine 

Keihe  von  der  Form  C  f aus ,  wo  C  der  ge- 
meinschaftliche Coefficient  ist,  und  da  jede  dieser 
Reihen  ins  Unendliche    fortgeht,    so  ist    die  Summe 

aller  Reihen  zusammengenommen  Ii:  -r  (n""/ ~~ 
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+  /--)• 

Folglich  erhält  man  dio  gesuchte   Summe  der 
ersten  n  Glieder  von  f  - — -  ,  d.  h.  / — 

< —  (n""  /  • —    4-    —  n  7  ^   ^ 


Hieraus  findet   man  also  den  Werth  nicht  nur 
des  bejahten,   sondern    auch   des    verneinten  Theils 

dei*  im  vorigen  $.  angegebenen  Formel  für   J > 

und  zwar  erstem  durch  p  und  seine  Potenzen  al- 
lein, letztern  aber  zugleich  durch  n  und  defsen|Po» 
tenzen    ausgedruckt,  \ 

Es  ist  nämlich  zuerst,  wie  schon  vorher  ange- 
führt,   T-L   ;zz  p  —  p    -i_, 

t 

Ferner  Ist      /rIL    —    rJL ^    (n    A-— 

+   /iL)  zrp4-p3«.-i-  (np-f-p-f-  ps).  . 
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Eben  so  Ist  /^   zz:    /•—   —   JL   Cn»  A^— 

r  r« 

»p'J 

Noch  !st/-|-   =  /J    -    -^    (n'/J- 

P  +  7  P=  +  12  p«  +  6  p4  —  -~  [n»  p  + 
3  n-*  -p  -f^p»)  +  3  n  (p  +  3P»+  S  P')  +  P  + 
7  P*  +  I3p' +  öp^^J. 

Für    die   Berechnung  ist  es  jedoch  bequemer, 

wenn  man  einmal  Tabellen  für  /" " — ■    hat,    diesen 

J      r^^ 

letztern  Ausdruck  beizubehalten,  welches  leicht  ge= 
schehen  kann,  wenn  man  die  letzten  nicht  in  n 
multlpllclrten  Glieder  des  verneinten  Theils  in  den 
angegebenen  Ausdrücken  mit  dem  bejahten  Theil 
zusam.menfafst.  Auf  diese  Weise  erhält  man  z.  B. 
3 

r-^  —  Cp-^  7  p«  -f  12  p«  +  6  p4)  Ci  —  -^> 
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^  []n«  p    +  3  n«  (p  +  p=)  4-   3    n   (p   + 

3P*  +  2P')]]  =  (i  +  7  P  +  IS  p=  +  6  p«) 

/"?r  -  "^  G*    P   +   3  n»   Cp  4-   P*)    + 

3nCp  +  3P*  +  ap'). 

Ex.  Es  sey  n  zu  3,  jn  rr  3    und  r  ZU  1,04} 

dann  Ist  /  ~  =  25>/  "^I  =  65o,/~zr33i5o, 
und  I  -f-  7  p  +  12  p*  -f-  6  p«  :=:  101426,^  -^ 
—  2,775091033,  —  =  0,88899635«     Man  erhält  al- 

«0/  —   3=  101426X2,775091033  —  o,888996358X 

C27.  25  +  27.  650  +  9.  33150)  =281466,  3831  — 
28i434>0222  =:  32^3609. 

Auf  die  gewöhnliche  Welse  findet  man 
1  X  0,961538  ==  0,961538 

8  X  0,924556  =  .  ,-  -       ,     7,396448 

27  X  0,888996  =  24,002901 

folgllcli  zusammen  •  32,360887. 

Anm.  Eegreiflicli  ist  die  Berechnung  nach  der  angegebenen 
Formel,  ■wenn  man  die  Decimaltheile  mit  einiger  Genauigkeit  ha- 
ben will,  mühsam,  und  so  lange  n  eine  kleine  Zahl  ist,  wird  man 
mit  der  gewöhnlichen  Rechnung  früher  fertig.  Wäre  indefsen  n 
bedeutend  gröfser  als  m,  so  würde  die  letztere  Berechnung,  da 
sie  in  Multiplicationen  erfordert,  viel  weitläuftiger  werden, 
Anm.  2»     Tetena   führt  diese  Formel  auch  an,  jedoch  als 
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eine  von  der  vorhe)"geh<^nden  verschiedene.  Es  ergiebt  sich  aber  au» 
der  hier  gebrauchten  Darstellung,  dafs  sie  lediglich  eine  Weitere 
Entwicklung  dgr  vorigen  Formel  sey* 

§.  41. 

Wenn  die  Rente  In  augenhlicMichen  Terminen. 
bezahlt,  und    dabey    die    im  vorigen    §.  angegebene 
Bestimmung  beibehalten  werden  soll,  dafs  die  Rente 
für  jedes  nte  Jahr,  und    zwar  vom  Anfange  defsel- 
ben  an,  nach  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  steigt, 
so  dafs    also    die    Anzahl    der    Renteneinheiten,    die 
in    den    verschiedenen    Jahren   bezahlt    werden ,  i, 
nmy    ora  etc.,    Überhaupt    im  mten    Jahre  nm    ist,  so 
ist  die  Anzahl  der  jedes  Jahr  zu  zahlenden  Renten- 
thaler  so  grofs  als  im    vorigen  ^.  abgegeben  worden, 
und    wenn  sie  nach    dem   nämlichen    Fundamental- 
zinsfufse  wie   vorher  berechnet    werden,    so    verhält 
sich  der  discontirte  Werth  jedes    einzelnen  Im  Lau- 
fe   des    nten    Jahrs    zu  zahlenden  Rententhalers  zu 
dem  disr.-ontirten  Werthe  eines  andern  am  Ende  des- 
selben   Jahrs    fälligen    Rententhalers    wie 

♦  oder  wie  n  :  p.      Folglich  verhalt 

log.   nat.   r   ♦     r  —  i  ^  ° 

sich  auch  der  haare  Werth  aller  In  augenblicklichen 
Terminen  zahlbaren  Renten  zusammengenommen 
zu  dem  haaren  Werthe  der  nämlichen  am  Ende  je- 
des Jahrs  fälligen  Renten  wie  n :  p,  und  es  wird  da- 
her der  gegenwärtige  Werth  der  In  augenblickli- 
chen Terminen  zahlbaren,  jährlich  nach  gleichnamigen 
Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  stei^endenj  Renten=:^ 
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m  .  m  —  r 

Z 


log,  nat,  V     (i-h^f-^  +  " ~ 


§•  4a  ■     .' 

Soll  aber  die  Rente  nicht  blofs  in  augenblick- 
lichen gleichen  Terminen  bezahlt  werden,  sondern 
zugleich  augenblicklich  nach  gleichnahmigen  PoteU' 
zen  der  verßofsenen  Zeit  x  steigen,  so  ist  der  au- 
genblickliche Theil  der  jährlichen  Rente  i  rz:  dx, 
die  Anzahl  der  Rententhaler,  die  in  dem  xten  Zeit- 
theile  gegeben  werden  sollen,  rz:  x'" ,  also  der  derzei- 
tige  Werth  der   augenblicklichen  Zahlung  zzz  xm  dx, 

der  discontirte  Werth  derselben  Zahlung  = , 


und  der   baare  Werth  sämtlicher   Zahlungen    bis  zu 
Ablauf  der  Zeit  x  =  ^  ~-^, 

J  J.X 

Setzt  man  nvm  —  rrr  q,  also  :=:  qx  ,  so 

X™  d  X 
Wird =qK  xm  d  x.  Es  ist  aber  d.Cqx  .  xm  ])rr: 

qx  .  m  xm— "1    d  X  -f-  xm ,  qx  .  d  x  log.    nat.  q,  folg- 

,.  ,  ,  d  (q2t     xm)— qx:  mxm— id  X 

hch  qx    xm    d  X  =  -— ,  — und 

log,  nat,  q 


/  qx     xm    d  X  =   ^ „     _     jn  /  --i— I 


dx 


1.  q 
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Wäre  wieder  r    =   I>04j    aber   x  e=:    i  und 
m  =:  I;  so  würde  der  Werth    der  Rente  =  71*  — 

-^  (tt  -f-  n'^)  =  0,4871167. 

Anm,  1,  Uebrigens  Sind  die  Summen  der  Renten,  so  ^^■lO 
Sie  in  dem  gegenwärtigen  §.  bestimmt  worden,  von  denen,  wel- 
che im  nächstvorliergehenden  5,  angegeben  sind ,  verschieden. 
Im  vorhergehenden  §*  wurde  nämlich  vorausgesetzt,  dafs  die  Ren- 
te, deren  Theile  im  augenblicklichen  Terminefti  bezahlt  werden, 
vom  Anfange  des  ersten  Jalirs  gn  und  während  des  ganzen  ersten 
Jahrs  m  1,  vom  Anfange  und  während  des  ganzen  zweiten  Jahrs 
ZU  2™  ,  so  wie  vom  Anfange  und  während  des  ganzen  nten  Jahra 
JH  n'"  se3%  Im  gegenwärtigenj^aber  ist  angenommen, dafs  dieRenta 
continuirlich  von  o  an  bis  zu  i"^  wachse,  im  zweiten  Jahre  von 
Im  stetig  bis  2  ,  so  wie  überhaupt  im  nten  Jahre  von  (n — i) 
stetig  bis  n™  zunehme^  Die  Summe  dieser  letzten  Renten  ist 
daher  nothwendig  kleiner  als  die  der  erstem.       Eben  daher  sind 

/xm  dx 
wenn  auch  x  ZZZ  i  gesetzt 
rs      * 

wird,  doch  verschieden,  je  nachdem  m  anders  angenommen  wird, 

/xm d  X 
.    wächst  nämlich  vom  Anfange  des  Jahrs 
rx 

an  nach  dem  Verhaltnifse  x^  und  ist  daher  verhältnifsmäfsig  im 
Anlange  des  Jahrs  um  so  kleiner,  je  gröfser  m  ist.  Auch  wird 
nach  der  angegebenen  Formel  für  x  ZU  i  und  m  ZZZ  1  der  \\  erth 


der  Rente  ZU  71* (tt  f  Ji^)  :=  0,4871167,     Für  x  — 


1  und  m  zr  2  würde  sie  ZZZ^*  —  "~7~  (tt  f  Ä  jt'  f  2  re') 
ZZ  o,52368o4  etc.       Im  ersten  Falle  ist  der  Werth  <   f,  »>» 
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aweiten  <7,  so  wie  überhaupt   Tiir   jeden  Werth  von    m  de» 

Werth  der  Rente  des  ersten  Jahrs  <   ist.        Dagega« 

in  -}•  I 

ist  der  Werth  von  /  - — ,  wenn   n  IZ  i  gesetzt    wird,   immw 

ZU   ,  wie  auch  m  angenommen  werden  mag ;  dies  erglebt  sieb 

r 

auch  aus  der  ersten  im  §,  3^  angeführten  Formel,   die  für  n  ZU  r 

/n™                I                       n          t 
—  n: (i  —  —  )  _«, — 
j.n              r  — J                   j"                V  —  V 

(i  -.  — )  ::::::  —  giebt, 

/x°  d  X    /•   d  « 
• —-  /  . 

Nun  ist    nach    dem  Vorhergehenden  J •-" 

r^ 

I 

•{•  C,  und  da  das  Integral  für  x  ~  o  ven^chwin- 


det,  so  ist  C  ZZ  \ — ,  also  das  vollständige  Integral  / 
!♦  r  •* 


r^    1.  r 

d    X 

r  t  r  I  

—  1.  r  r^  1.  r     """J-   1^    ^'  "*     r^  "" 

1V.I —  )  zu /   ' — ,  wie  oben  auf  einem  andern  Weg« 

dargethan  worden,       Dafselbe  erhält  man  auch  aus  der  angege- 
benen allgemeinen  Formel,    wenn  man  erwägt,   daCs    wegen  def 

/d  X 
gehörigen    Constante     der    bejahte  Theil   der  allg«r- 
rX 
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iaeinen    Formel    nicht    o   als    Facior  haben   kann,  folglich  die 

xO     dx                                                     I 
Formel    für     r den  Werth  ~    jr    - —    , x®  u  ^^^ 

J  X^  rX 


St 


n 

■ gicbt. 

r 


Anm,  2.  Würden  gar  keine  Zinsen  gerechnet,  und  wäre 
also  r  ZU  i,  so  gäben  alle  in  den  §.  §,  36  his  42  angeführten 
Formeln  keinen  bestimmten  Wertji  für  die  Summe  der  Rente, 
Man  bedarf  ihrer  aber  dann  auch  nicht,  da  diese  Summen  nach 
leichteren  Methoden  gefunden  worden  können.  Für  die  nach 
gleichnamigen  Potenzen  dci  natürlichen  Zahlen  jährlich  stei- 
genden Renten  hat  man  nämlich  die  bekannte  Formel  J  n'^-— • 

—^7-   t   -J    n— I    -  -T75        /-™     '    t     .    •> 

,   ,  ^m  f  1 

-,  m_(nfi)  m     r  j.m-~.i       m  .    m   —  i 

oder  auch  /  ^     _ ; —   ( —   /    ^  ^  ^ 

J                  m-j-i  2*'                                2.5 

rm—'l     j.   ^    ^     X /*n°  f , —  ),unddakei- 

•^  *  *nifi./  *mfi 

ne  Zinsen  gerechnet  werden  sollen,  so  ist  es  hier  gleichgültig, 
ob  die  Renten  auf  einmal  am  Ende  des  Jahrs  oder  in  Terminen 
bezahlt  werden.  Für  die  Summ.e  der  augenblicklich  nach  den 
gleicl.namjgen    Poteuzen    der    Zeit  steigenden  Renten    hat   man 

/•      m                       X™  i"  ^ 
den  Werth  oder  y     x     d  x  ~ woraus    das   Gesuchte^ 

m  f  I 

t® fort  gefunden   wird. 


§.  43- 
Sollte  eine  Rente  nach  gleichnamigen  Potenzen 
dernatürlichen   Zahlen  In  umgekehrter  Ordnung  ßo 
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abnehneriy  dafs  sie  am  Ende  des  ersten  Jahrs  mit 
(a — i)m,  am  Ende  des  zweiten  Jahrs  mit  (a  —  2)m, 
so  wie  überhaupt  ajn  Ende  des  nten  Jahrs  mit 
(a  —  n)m  bezahlt  würde,  so   ist  ihr    gegenwärtiger 

«r      .         1        TT  <^  -   ^^"^    I    ^^  —   2)"^  j 

Werth    oder    V  = T  : — —  "T  - 

r  r* 

^L  -  ^^"^   +  .   .  4-  ^i_rJ^ ,  welche  Summe  mit 
rJ  *  '  rn 

bezeichnet  werden  kann.     Nun  ist  a 


/ 


r 


4-  j  also  Cr )    (am  -^  n i_  ^=:;; 

jü  +  c°  -  ■>"  +  ^i^^i  + . .       ! 

yO  r?  r2  •  j 

a"^  (a    —  0™  I 


t  (a  —  n  1 1)"^  (a  —  n)"»         ^^  ^ 


am   —  (;a  —  i}m  (^a  —  i)m  —  (a   —  2) 


in 


r  r« 

(a  —  n  f  T)in  —  (a  —  n)»         (a   -^    n)« 
rn  "^         r»  t  * 

F    2 
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Entwickelt  man  aber  in  jedem  Gliede  die  Potenz, 
Wovon  der  Abzug  geschehen  soll,  binomisch,  und 
awar    solchergestalt,    dafs    man    anstatt  a  —  n  setzt 

a  —  n  —  I  -f-  I,  um  die  entgegengesetzten  Gröfsen 
2U  vermeiden,  so  erhält  man:  , 


am 

am    —  (^a  —  i)m 


(a—i)! 


r=  am 

^ m  (a  —  i)ra  — I 

i  r 

(a — 2)m  _____         m  (a  —  2)™  —  * 


^m — I 


(a — nfi)«!  —  Ca  —  n)m  m  Ca  —  n)i 

rn  --—  I  r»  1 


(a  —  n)m 
rn  t » 

m.m  —  I  Ca — i;»"— 2 

1,2  r 

m.m  —  I  (a  —  2)m — z 

i  .Z  r« 

m.m  —  1  (a.  —  n)ni — a 
1.2  rn 


m  .  .  I  Ca  — O' 


m  .  .  i  Ca  —  2)* 
I  .  .m       r» 

m  .  .  I  Ca  — n)® 

I  .  ,m        m 
Ca  —  n)m 


Durch  Addition   der   verticalen   Reihen  erhält  man 

Ca  —  n)m 


also  (i )   (am  +/*- 


rn 


■=y-am    _ 


(a  —  n)ni--i 


rn 


m.m-t     ^_(a  —  n)m-a_ 


«/    ro 


(a  —  n)m 
rnf« 


ru 


Folglich   wird 
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^ —  4-  ata  r= (am   «-   —  /  i L — ~ 

m  .  m  —  1    ^  (  a  —  n)"^— 3  ^    r 

r  rn 


1,2 


; )  und    l  =C       ~  — ^a«-. 

t-'i^  i  J  V  **"         i.a       y  ^n 

m  ^    (a— n)»"— ^  m  .  m  —  t    ^(a  — n)"»— 2 

P^^t/ ; +  —772^1-—^ +•• 

J-  /*  -L.  -f- 7 — ),  wo  man  n  im   ganzen  Zah- 

len  von  i  an  bis  a  beliebig  setzen  kann. 

Wenn  man  n  bis  a  fortsetzt,  so  wird  das  letzte 
Glied    in    dem  eingeklammerten     Theile     oder 

7 =  O,  das  vorletzte   Glied  oder/" — -aber 

r'i  T  i  '^    t^ 

S=    r  — ;  also  kann  man  für  diesen  Fall  die    For- 

mel    auch   ausdrucken   durch    pam     — 

+  --  +  "/^^+/;f)- 

Sollte    die    Rente    im    ersten    Jahre    m.it  b«  int 
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«weiten  mit  b  —  i,  im  dritten  mit  b  —  2  etc.  be- 
zahlt werden  bis  sie  auf  o  abnimmt,  so  kann  man  in 
der  angegebenen  Formel  anstatt  a  setzen  b  -}-  I» 
«nd  man   erhält  dann  den    Werth  der  Summe   = 

p  (b  4-  i>-.pr  (m  f  (b  t  '   -  r^r  "  ^ 

+-'~r:7"~y ?^^ +  •  • 

+  *"  / ^ +/  "^fT^'  ^^  ^^"" 

n    bis  zu  b  -f-  I  zunimmt.     Sonst  könnte   man  die 

Formel    für    diesen    letzten  Fall  auch    noch  anders 

Ausdrucken.  Es  ist  nämlich  der  gegenwärtige  Werth 

b™ 

der  Rente  des  ersten  Jahrs  = ,  und  der  Renten 

r 

der  übrigen  Jahre  zusammengenommen,  da  sie  um 
1  Jahre  später  zahlbar  werden,  als  wenn  die  Ren- 
te gleich    im  ersten  Jahre   mit  b  —  i  bezahlt  wür- 

de,=JLprbm   .  r  Cm  /  ^^-=1^^~ 

jT  -^  )  j  5    folglich  wird  der  gesammte  Werth  = 
_  4.  __.    pbm    -  p    (m  / 
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/  7b>  =  pb-  -  p  cmy —  + 


1.2 


-|-  /*  — r-),  WO  n  bis  zu  b  wächst, 

Ex.  Wenn  die  Rente  mit  b  anfängt,  auch  bis 
O  abnehmen  soll,  und  m  ~  I  ist,  so  erhält  man  nach 
der  ersten    der   zuletzt  angeführten    zwey    Formeln 


Die  zwei' 


-/T>=P(''-/Tr^- 


te    giefst    unmittelbar    P  — ~ 


p    C^    —     r  — — )?  übereinstimmend   mit  dem  schon 
im  §,  38  angegebenen  Werthe. 

§.    44.    a. 

Wenn  eine  Rente,  so  wie  sie  im  vorigen  §.  an- 
gegeben ist,  nicht  am  Ende  jedes  Jahrs,  sondern  in 
augenblicklichen  Terminen  wahrend  desselben  be- 
zahlt werden  sollte,  so  verhielte  sich  ihr  baarer  Werth, 
da,  die  Zwischenzinsen  abgerechnet,   jede?  Jahr    di* 


rn 
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die  nämlichen  Zahlungen  wie  vorher  zu  leisten  wä- 
ren, zu  dem  Werthe  der  vorhin  angegebenen  Ren- 
te    wie     TT  :  p,     folglich   wäre     dieser    Werth    =: 

■jt     r(a.  —  n)m  Ca  —  n)ni  —  i 

. j  =:  JT  am  —  nr  (m  / 

P  rn  «^  rn 

m.m-i     (-a-n)m-.  t 

x.a»/  rn  •* 

rn  t« 


^.    44-    b. 

Sollten  ab^r  die  Renten  nicht  nur  in  augen- 
fclicklichen  Terminen  bezahlt  werden ,  sondern  zu- 
gleich in  diesen  augenblicklichen  Terminen  nach 
gleichnamigen  Potenzen  von  a  —  x,  wo  x  die  ab- 
gelaufene Zeit  bezeichnet ,  stetig  abnehmen,  so  dafs 
die  Rente  im  ersten  Augenblick  ==:  am,  am  Ende 
des  ersten  Jahrs  =  (a  —  l)m ,  am  Ende  des  zwei- 
ten Jahrs  =  (a  —  2)^,  so  wie  überhaupt  am  En- 
de des    nten    Jahrs  =   (a  —  n)in    wäre,  so  ist  der 

baare  Werth  dieser  Rente  =  f .  Man 

»^  rn 

tetze  a  —  x  =:  z,  so  wird  d  x  ==  —  dz  und  rx 

ra                      /»  (a  ■—  x)m  d  X 
—  ra-.  =  -^^~,  folglich/ = 

• 

/ZTO  dz  rz  i 

— — — ,    oder  wenn  man  r  =  ^ —    setzt, 
r*  9 
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'^ L z=.^ü,^  J  - 


q^ 


Nun  ist 


1 


log.  nat,  q  ,  ^      I 

**  ^  log,    nat.   — 


=  —  TT,  folglich  wird  das 


Integral  ^  ^  f >   »lach   §.    42   vorher, 


qz 


qa 


—  -i —  (zm  jt—   mzm— 1  ns-f-  m,  m  —  r 
qz 


zm— 3n:3—  ».-{"••'h   J^«*ii  —  I  ..I.  71™  t  0 

rz 
4-  C  =  —  • ■     (zm     TT     — .   m     zm  —  X    7r3      J- 


m  .  m  —  I  ztn— 1  ji3  —  .,  -|-..-|-m.m  —  i 
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Wird  aber  x  =  a  gesetzt,  so  wird  z  =  o,  und 
für    diesen    Fall    ist    der   Werth    des    Integrals    =2 

am    71  —  m  am— r   jin    -|-  m  .  ra  ■ —  i  am— 2  n;5    -=- 
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m.m— ■i.,iTrmti 

"   oder   auch   =   an»    n    — 
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m  .  m  —  I  ,  .    I    Trm  f  r  (i  --.  — )    -yvo    der   letzte 

Theil    bejaht    wh'd,    wenn   m   eine  grade   Zahl  ist, 
sonst  aber  verneint  ist. 

Wäre   also   z.  B.    m   rr:    i ,     so    hätte    man 


/(a  —  x)  d  X     1  _,  ,, 
=  a  jr  —  7r3    (i    —  — ).     Sollte  m 
rx                                                             j-a 

„  (a  —  x)2    (Ix 
=  2  seyn,    so    wäre  J  — =     a*   ^    — 


2  a  jr-  -f-  2  71 '  (l  —  —  )  ;  etc. 
ra 

Anm»      Uebrjgens  mufs  ich  hier  nochmals   die  Bemerkung 
wiederhohlen,  dafs  diese  Rente,  die  jeden  Angenblick  nach  gleich-» 


jiamigen  Potenzen  von  a  —  x  abnimmt,  mit  der  im  §,  43  erwähn- 
ten Rente,  die  jährlich  nach  den  Potenzen  von  a  —  n  abnimmt 
"WO  für  n  nur  ganze  Zalilen  gesetzt  werden  dürfen,  nicht  zu  ver- 
wechseln sey,  wenn  auch  diese  letzte  Rente  so  wie  nach  §,  44,  a 
in  augenblicklichen  Terminen  bezahlt  werden  sollte. 


Zweiter      Abschnitt. 

Von 

Renten  und  Anwartschaften,  die  von  einer  einzigen, 

Person  Lehen  abhangen. 

Erstes     Kapitel. 

ron 
der  Sterbens  Ordnung  und  den  Mortalitäts- Tabellen, 

§•    45-   a. 

'V  enn  eine  Rente  entweder  während  des  Leben» 
einer  bestimmten  Person  oder  auch  von  ihrem  To- 
de an  bezahlt  werden  soll,  imgleichen  wenn  eine 
gewifse  Summe  bey  dem  Tode  einer  bestirnten  Per- 
son zur  Zahlung  verfällt,  so  kömmt  es  darauf  an  zu 
wifsen,  wie  lange  diese  Person  der  Wahrscheinlich» 
keit  nach  leben  werde.  Dies  ergiebt  die  Sterbens- 
ordnung, d.  1.  die  Regel,  wonach  eine  Anzahl  gleich 
alter  Personen  «uccefsiv    abstirbt,  und  die  naeh  die- 
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ser  Regel  rerfafste  Mortalitäts  -  Tahelle.  Solch© 
Mortalitäts  -  Tabellen  gründen  sich  indefsen  auf  die 
gesammelten  Erfahrungen,  und  können  daher  auch 
nur  einigermaafsen  zuverläfsig  seyn,  wenn  die  Er- 
fahrungen über  eine  grofse  Anzahl  von  Personen, 
an  nicht  zu  entfernten  Ländern  und  nicht  zu  lange 
verflofsener  Zeit,  kurz  unter  Umständen  angestellt 
sind,  welche  denen,  worauf  die  Resultate  der  Er- 
fahrungen angewandt  werden  sollen,  so  viel  möglich 
gleich  «ind. 

§.  45.  b. 

Für  die  brauchbarsten  Mortalitäts-Tahellen  zu 
dem  gegenwärtigen  Zwecke  halte  ich: 

I)  Die  Süfsmilch-Baumannsche  f  welche  zu- 
erst Süfsmilch  aus  vielen  Erfahrungen  zusammen- 
gesetzt, und  nach  ihm  Baumann  in  der  neuen  Aus- 
gabe des  Süfsmilchscheix  Werks  über  die  göttliche 
Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menschlichen 
Geschlechts  u.  s.  w.  berichtigt  hat.  Diese  Tabellen 
sind  für  Deutschland  und  das  mittlere  Europa,  wenn 
es  nämlich  auf  die  Sterblichkeit  der  Volksmafse  ira 
Ganzen  ankömmt ,    die  brauchbarsten. 

a)  Die  von  P.  Wargentin  aufgestellte  Mortall- 
täts-Tabelle,  die  nach  den  über  Schweden  gesam- 
melten Erfahrungen  verfertigt  ist.  Diese  Tafel, 
wonach  das  Absterben  im  Ganzen  genommen  weit 
langsamer  geschieht  als  nach  der  Süfsmilchschen, 
ist  hauptsächlich  im  nördlichen  Europa,  ebenfalls  in 
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Ansehung  der  Sterblichkeit   der    gesammten   Bevöl- 
kerung ,   anwendbar. 

3)  Die  Sterbensordnung  der  Rentenirer,  die 
zuerst  von  Deparcieux  verfafst  und  nachher  von 
Florencourt  verbefsert  ist.  Danach  ist  die  Sterb- 
lichkeit bis  etwa  zum  4/j.sten  Jahre  etwas  gröfser  als 
nach  der  Wargentinschen  Tabelle,  von  diesem  Zeit- 
punkt an  aber  beträchtlich  geringer.  Sie  kann  bey 
ausgesuchten  Gesellschaften  solcher  Personen,  die  Frey 
Von  Anstrengungen  und  in  einem  geAvifsen  Wohl- 
stande   leben,  gebraucht  werden. 

Die  übrigen  Mortalitäts-Tabellen  sind  gröfs- 
tantheils  nach  den  über  einzelne  Länder,  die  ihre 
besondre  Localität  haben,  gesammelten  Erfahrungen 
verfertigt,  und  aufserdem  wenig  anwendbar. 

Noch  erwähne  ich  hier  der  Hypothese  des 
gleichmäfsigen  AhsterhenS)  wonach  der  Abgang  für 
alle  Lebensjahre  gleich  angenommen  wird.  Sie 
ward  zuerst  von  de  Moivre  geb'^aucht,  der  dabey 
Zugleich  das  gö^te  Jahr  als  das  höchste  Lebensziel 
annahm.  Diese  Hypothese  stimmt  im  Allgemeinen 
mit  den  bisherigen  Erfahrungen  wenig  überein,  in- 
defsen  kann  sie  doch  unter  Modificationen ,  welche 
weiter  unten  werden  angeführt  werden,  zur  Auffin- 
dung von  Näherungswerthen  gebraucht  werden. 

Die  angeführten  Tabellen  finden  sich  unter  an- 
dern auch  in  Tetens  Einleitmig  etc.  und  Brune's 
Berechnung  der  Lehensrenten,  Die  Einrichtung 
derselben  ist  leicht  zu  übersehen.  Es  ist  darin  ge- 
wöhulich;  aufser  der  Auzahl  von  Personen,  die  von 
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der  Fundamental -Anzahl  im  Anfange  jedes  Lebens- 
Jahrs  noch  übrig  sind,  auch  der  Abgang  jedes  Jahrs 
oder  das  Decrement,  angegeben.  Dieser  Abgang  er- 
folgt begreiflich  succefsiv  während  des  ganzen  Jahrs, 
worauf  bey  der  Berechnung  Rücksicht  zu  nehmen 
ist«  ^ 

In  der  Wargentinschen  und  Florencourtschen 
Tabelle  ist  die  Fundamentalzahl  für  das  Alter  o  = 
loooo,  in  der  Süfsmilchschen  Tafel  aber  nur  =  lOOO. 
Für  die  Genauigkeit  der  Rechnung  kann  letzteres  frei- 
lich hinreichen,da  die  einzelnenErfahrungen  nicht  ein- 
mal bis  dahin  mit  den  Tabellen  zusammenstimmen ; 
indefsen  entstehen  hiedurch  in  den  Zahlen  des 
jährlichen  Abgangs,  den  Lebensdauern  und  den  Ren- 
ten Sprünge,  welche  billig  vermieden  werden  sollten. 
In  der  Süfsmilchschen  Tabelle  ist  die  Zahl  der 
Lebenden  bey  dem  Jahre  96  und  in  den  beiden  an- 
dern Tabellen  bey  dem  Jahre  97  =  o,  welche  Jah- 
re also  als  das  höchste  Lebensziel  angenommen  sind. 
Freilich  erreichen  Einzelne  ein  höheres  Alter;  dies 
kömmt  aber  bey  der  in  den  Tabellen  angegebenen 
Anzahl  nicht  in  Betracht. 

Anm,  Von  sonstigen  Sterblkhkeits-Tabellen  findet  man  iÄ 
Tetens  Einleitung  etc,  die  Eaumannsche  von  der  Churmark,  die 
Kersehoomsche  über  Holland  und  JVestfriesland,  die  Londoner  nach 
Simpfon ,  die  Northamptoner  nach  Piice ,  die  Breslauer  nach 
Halley,  die  JFargentinsche  für  jedes  Geschlecht  besonders,  imglei- 
chen  die  Krittersche  für  Ehemänner  und  Ehejrauen  besonders. 
In  Morgans  Principles  etc.  steht  Seite  298  eine  Sterbensordnung 
aus  ehester  für  jedes  Geschlecht. 

Pafs  die  Sterblichkeit  für  dia  beiden  Geschlechter  nicht 
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gleich  sey,  ist  aus  der  Verschiedenheit  der  Entwictelungsperioden 
abzunehmen,  und  wird  durch  die  Erfahrung  bestätigt,  Bey  Be- 
rechnungen, die  von  dem  Leben  einer  oder  zweier  Personen  ab- 
hangen, liefse  sich  auch  noch  wohl  auf  diese  Verschiedenheit  der 
Sterblichkeit  beider  Geschlechter  Rücksicht  nelimen,  bey  Renten 
etc.  für  mehrere  Personen  würde  es  sehr  mühsam  seyn,  zwey  ver- 
schiedene Sterbensordnungen  zum  Grunde  zu  legen. 

Ein  ziemlich  vollständiges  Verzeichnifs  der  altern  Schriften 
über  die  Ordnung  der  Sterblichkeii  findet  man  in  Süfsmilehs 
göttlicher  Ordnung  in  den  Veränderungen  des  menschlichen  Ge- 
schlechts etc,  zweite  Ausgabe  von  Chr,  Jac,  Baumann,  im  zweiten 
Theil,  Seite  Z5  etc, 

$.    46. 

Das  gewohnliche  und  fast  einzige  Hülfsmlttel 
zur  Verfertigung  der  Mortalitätstabellen  sind  die 
Todtenlisten.  Wenn  man  nämlich  vveifs,  wie  viel 
Personen  von  jedem  Alter  in  einem  etwas  beträcht- 
lichen Lande  und  in  einer  nicht  zu  kurzen  Reihe  Yon 
Jahren  gestorben  sind,  so  kann  man  daraus  eine 
Mortalitätstafel  berechnen.  Es  sind  z.  B.  Im  Kö- 
nigreiche Dänemark,  mit  Ausnahme  der  Herzogthü- 
mer,  in  den  zehn  Jahren  vom  Anfange  ign  bis 
Ausgang    1820  gestorben : 

Zwischen    o  und    10  Jahren    84700  Personen 


10    • 

20 

10678 

20    - 

30 

14219 

30  - 

40 

14844 

40  - 

50 

16596 

50  . 

60 

20913 

60  - 

70 

29516 

96 
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Zwischen    70  und  80    Jahren    28449  Personen 
-    -      80-90  14324 

über  90  1998 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  wenn  die  Zahlen 
Von  unten  auf  summirt  werden,  folgende  Mortali- 
tätstafel ; 


Alter 


Lebende  im  An- 
fange des  Jahrze- 
hen ds 


Abgang    in 
Jahren 


10 


0 

bis 

IG 

10 

20 

20 

30 

30 

40 

40 

50 

50 

60 

60 

70 

70 

80 

80 

90 

90 

236237  84700 

I5I537  10678 

140859  I42I9 

126640  14844 

111796  16596 

95200  20913 

74287  29516 

44771  28449 

16322  14324 

1998  1998 

Für  \e  mehrere  einzelne  Lebensjahre  man  die 
Angaben  hat^  desto  richtiger  kann  die  Tabelle  wer- 
den; wo  die  besondern  Angaben  fehlen,  da  mufs 
man  den  für  mehrere  Jahre  angegebenen  Abgang 
über  die  einzelnen  Jahre    vertheilen. 

Um  die  Zuverläfsigkeit  solcher  Mortautätstafeln  gehö- 
rig schätzen  zu  können,  mufs  man  bedenken,  dafs  die 
Todtenlisten,  wenn  auchbey  der  Führung  und  Redi- 
glrung  derselben  keine  Irrthümer  vorfallen  sollten, 
doch 
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l)  nicht  aufschliefslich,  auch  nicht  vollständig 
diejenigen  Personen  enthalten,  die  im  Lande  geboh- 
ren  sind,  sondern  alle,  welche  in  dem  Lande  sterben, 
wobey  es  dann  darauf  ankömmt,  ob  die  Ein-  und 
Auswanderungen  sich  einigermaafsen  gleich  sind; 

2)  dafs  das  Alter  der  Gestorbenen  oft  unrichtig 
angegeben  wird,  zumal  von  Personen  aus  den  untern 
Volksklafsen,  die  zuweilen  das  Alter  der  Ihrigen 
nicht  genau  kennen; 

3)  aber  und  besonders,  dafs  die  Personen  von 
verschiedenen  Altern,  welche  zi^gleich  sterben,  m 
verschiedenen  Zeiten  gebohren  sind,  und  daher  die 
Mortalitätstabelle  nur  dann  richtig  seyn  kann,  wenn 
die  Bevölkerung  während  der  gesammten  Zeit  im 
Ganzen  genommen  sich  gleich  geblieben  ist.  Im 
Allgemeinen  nimmt  aber  die  Bevölkerung  zu,  und 
es  können  daher  die  Personen  z,  B.  von  $0 
Jahren,  welche  jetzt  sterben,  nicht  geradezu  m  ei- 
ne und  dieselbe  Tabelle  mit  denen,  die  etwa  im  er- 
sten Jahre  sterben,  zusammengestellt  werden,  indem 
die  erstem  zu  einer  Zelt  gebohren  sind,  wo  die  Volks- 
zahl geringer  war  als  jetzt.  Will  man  die  Anzahl 
der  Personen  von  allen  Altern  in  ein  richtiges  Ver- 
hältniis  setzen,  so  gehören  dazu  wieder  gesammelte 
Erfahrungen  über  das  Maafs  der  Bevölkerungs-zu- 
iiahme. 

Dieser  letzte  Punct  Ist  bey  allen  mir  bekannten 
Mortalitätstafeln    wenig   oder  gar  nicht  beachtet,  und 

G 
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daher  auch  die  Sterblichkeit   mehr  oder  weniger  zu 
groCs  angegeben. 

Anm,  In  Dännemark,  die  Herzogthümer  ungereclanet,  belief 
die  Volkszahl  im  Jahre  1769  sich  auf  786o4o,  im  Jahre  i8or  aber 
auf  924347.  Könute  man  annehmen,  dafs  die  Volks  Vermehrung 
beständig  gleich  gewesen,  so  gäbe  dies  den  Exponenten  der  jähr- 
lichen Zunahme  IZI  1,006078,  Wenn  man  diese  Zahl  m  nennt, 
so  müfste  man  die  ans  der  Todtenliste  sich  ergebende  Zahl  für  je- 
des Altersjahr  n  mit  m"  multipliciren,  um  dieselbe  gegen  die 
Zahl  vomAlter  o  In  ein  richtigesVerhältnifs  zu  setzen.  Für  dasLe- 
bensjahr  80  ist  m'^  nr  1,4996,  beinahe  ZZ  i, 5,  woraus  sich  er- 
giebt,  wie  beträchtlich  hiedurch  die  Zahlen  der  Todtenlisten  ver- 
ändert werden  können. 

§.    47. 

Aus  den  Folks-  Zählungs-  Listen  last  sich  frei- 
lich unmittelbsr  keine  Sterbensordnung  machen;  die 
Zählungslisten  stellen  das  Bestehende,  die  Todtenli- 
sten aber  den  Wechsel  dar.  Indefsen  kann  man  doch 
die  Zählungs  listen  zur  Prüfung  der  Mortalitätstabel- 
len anwenden.  Dabey  kömmt  aber  Folgendes  iä 
Betracht.  Die  Personen,  welche  bey  dpr  Zählung 
unter  dem  Alter  von  n  Jahren  angeführt  werden, 
sind  theils  so  eben  n  Jahre  alt  geworden  etc.,  theils 
beinahe  n  -f-  I  Jahre  alt,  also  im  Ganzen  genom- 
men vom  Alter  n  4"  f  Jahren.  Von  denen,  welche 
so  eben  n  Jahre  alt  geworden  sind,  ist  noch  Keiner 
Verstorben,  dagegen  ist  von  denen,  die  gleich  n  -f- 1 
Jahr  alt  werden,  das  jährliche  Decrement  schon  ab- 
gegangen; im  Ganzen  ist  daher  von  diesem  Alter 
das  halbe  Decrement  verstorben.     Soll  also  die  Mor- 
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talitätstabelle  mit  der  Zählungsliste  verglichen  wer- 
den, so  mufs  vorher  von  der  Zahl  jedes  Jahrs  oder 
jeder  Periode  in  der  Mortalitätstabelle  das  halbe 
Decrement  defselben  Jahrs  oder  derselben  Periode 
abgezogen  werden, 

Umfafsen  die  Volkszählungslisten  übrigens  ein 
grofses  Land,  so  könnten  die  Sterblichkeitstafeln 
danach  wesentlich  verbefsert  werden,  wenn  nicht 
auch  bey  denselben  sehr  erhebliche  Mängel  fast  un- 
vermeidlich wären.  Denn,  wenn  auch  bey  der  Zäh- 
lung und  Aufzeichnung  alle  nöthige  Sorgfalt  ange- 
wendet wird,  so  werden  doch : 

1)  stets  mehr  oder  weniger  Personen  übergangen 
oder  unrichtig  gezählt  werden,  insbesondre  aber 

2)  die  Angaben  des  Alters  hier  um  so  weniger 
zuverläfsig  seyn,  da  sowohl  das  Interefse  in  Bezie- 
hung auf  solche  Verpflichtungen  im  Staate,  die  mit 
einem  bestimmten  Alter  anfangen,  als  die  Eitelkeit 
derer,  welche  für  jünger  gehalten  seyn  wollen  als 
sie   sind,  hier  mitwirken. 

Uebrigens  würde  nach  geschehener  Berichtigung 
der  Mortalitätstabellen  immer  dasjenige ,  was  vorher 
über  die  Zunahme  der  Volksmenge  angeführt  worden, 
zu  beachten  seyn. 

Anm.    Aus  dem,  was  liier  bemerkt  worden  ist,  ergiebtsich  aucb, 
■wie  man  zu  verfahren  habe,  wenn  man  nach  deu  Mortalitätstabel- 
len ausmitteln  will,  wie  vielPersonen  von  einem  bestimmten  Alter- 
initer  einer  gegebenen  Volksmenge  leben.     Es  ist  nämlich  nicht 
genug,  die  Zahlen  der  Lebenden  aller  Jahrein  der  Morlalitätsta- 

G  2 


100  Zweiter  Abschnitt. 

lielle  zu  addi'ren,  und  dann  daraus  zu  extraliiren,  •\vie  viele  Perso* 
nen  unter  der  ganzenAnzahl  von  dem  bestimmten  Alter  sind;  son- 
dein  man  mufs  vorher  von  allen  Zahlen  die  halben  Decremente 
abziehen»  Bey  den  mittlem  Jahren  sind  freilich  die  Deci-emente 
nicht  grofs,  besonders  im  Verhä'Itnifs  gegen  die  Hauptzahün.  In 
den  Jahren  der  Kindheit  und  des  höhern  Alters  ist  aber  das  Ver- 
hältnils der  Decremente  gegen  die  Ilauptzalilen  beträchtlicher  und 
kann  nicht  füglich  unbeachtet  blti  Jen.  Ueberdem  müfste  man  bey 
der  hier  in  Frage  stehenden  Berechnung,  wenn  etwa  die  Morta- 
litätstabelle  nach  demBeharrungszustande  verfafst  seyn,  die  Bevöl- 
ker'Jng  aber  regelmafsig  zugenommen  haben  sollte,  die  aus  den 
Sterblichkeitstafeln  genommenen  Zahlen  von  Alter  r  an  jede  mit 
der  zugehörigen  Polenz  des  Exponenten  der  Volksvetmehrung 
diridiren. 


$.   48- 

In  unsern  Zeiten,  wo,  wenn  auch  nicht  die 
übrigen  Fortschritte  der  Arzneykunst,  doch  gewiFs 
die  Entdeckung  der  Vaccine  einen  unbezweifelten 
Einflufs  auf  die  Sterblichkeit,  wenigstens  der  frü- 
hern Jahre,  gezeigt  hat,  mufs  man  bey  Anwendung  der 
vorhandenen  MortaHtätstabellen  besondeis  vorsichtig 
seyn,  die  jedesmal  eintretenden  Umstände  und  ge- 
gebenen Erfahrungen  sorgfähig  prüfen  ,  iind  wo  von 
den  Tabellen  ein  practischer  Gebrauch  zur  Berech- 
nung von  Leibrenten  und  Anwartschaften  gemacht 
werden  soll,  eine  solche  Sterbensordnung  zum  Grun- 
de legen,  dafs  die  bestimmten  Zahlungen  mit  öi- 
cherheit   geleistet    werden   können. 

Anm.  1.  Ueber  den  Einllufs  der  Vaccine  auf  die  Sterblich- 
Iceit  kann  man  bisher  noch  keine  vgllständige  Erfahrungen  ha- 
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ben  5  auch  winl  es  immer  schwer  seyn  zu  bestimmen,  was  der 
Vaccine  allein  in  dieser  Hinsicht  zuzuschreiben  ist.  Dals  sich 
aber  die  Sterblichkeit  der  Kindheit  in  den  letzten  Jahren  bedeu- 
tend vermindert  habe,  wird  aus  folgendem  Beispiel  erhellen.  In 
den  zehn  Jahren  von  i8u  bis  1820  sind  in  Dänncmark,  die  Her- 
zogthümer,  Island,  Grönland  und  die  aufsereuropaischen  Bezit- 
zungen  ungerechnet,  gebohren  007608  Personen,  dagegen  sind  iu 
der  nämlichen  Zeit  vom  Alter  o  bis  zum  Ablauf  des  loten  Jahrs, 
wie  schon  angefiihrt,  gestorben  84700,  Beide  Data  sind  ziemlich 
ziiverläfsig,  da  die  vorhin  erwähnten  Irrthümer  bey  der  Angabo 
der  Gebohrnen  inigleichen  der  gestorbenen  Kinder  nicht  so  leicht 
als  sonst  vorfallen  können.  Da  die  Gestorbenen  im  Durchschnit- 
te genommen  etwa  5  Jahr  alt  waren,  so  kann  man,  um  zugleich 
auf  die  zunehmende  Volksmenge  einigermaafsen  Rücksicht  zu  neh- 
men, die  Zahl  der  Gebohrnen  mit  der  5ten  Potenz  des  vorhin 
angegebenen  Exponenten  der  Bevölkerungszunahme  dividiren, 
Hiedurch  erhält  man  29991G,  als  die  muthmaafsliche  Anzahl  der 
Gebohrnen,  von  denen  vor  dem  iiten  Jahre  84700  abgegangen 
sind,  und  folglich2i52i6das  iite  Jahr  erreichten,  welches  auf  louo 
Neugebohrne  717  beträgt.  Nach  Wargentins  Mortalitätstafel  er- 
leben dagegen  von  1000  Neugehohrnen  nur  Gl  1  .und  nach  Süfs-=' 
milchs  Tabello  gar  nur  532  das  iite  Jahr. 

Welchen  Einflufs  die  Vaccinatlon  und  andre  Entdeckungen 
in  der  Arzeneykunst  auf  die  Sterblichkeit  in  den  übrigen  Periodeii 
des  Lebens  haben,  insbesondre  wie  die  Sterblichkeit  in  diesen  Pe- 
rioden zunehmen  möchte,  werden  erst  die  kommenden  Genera- 
tionen beurth  eilen  können. 

Je  mehr  nun  in  diesem  Augenblicke  alle  empirische  Stei'-' 
bensordnungon  als  unzuverläfsig  anzusehen  sind  ,  desto  weniger 
habe  ich  geglaubt,  die  Berechnungen  nach  der  Hypothese  des 
gleichmäfsigen  Abgangs,  welcher  sich  vielleicht  mit  der  Zeit  dio 
einzelnen  Sterbensordnungen  unter  Modiücationen  mehr  nähern 
möchten,  übergehen  zu  dürfen. 

Aum.  2.     lieber  die  Anwendung  der  MortalitätstabelleH  au/ 
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Versorgungs-Anstalten  insbesondre  glaube  ich  noch  folgende  Ber 
raerkiingen  hinzufügen  zu  müfsen» 

Eine  jede  Versorgungs-Anstalt,  in  dem  Sinne  worin  das  Wort 
hier  genommen  wird,  macht  gewifsermaafsen  eine  ausgesuchte 
Gesellschaft  aus.  Die  Todtenlisten  und  Mortalitätstafeln  grün- 
den sich  auf  die  Erfahrungen  über  das  Absterben  unter  der 
ganzen  Volksmafse  ;  an  den  Versorgungs-Anstalten  nehmen  da- 
gegen ,  mit  fast  gänzlicher  Ausschliefsung  der  arbeitenden  Clafse 
unter  dem  Landvolke,  und  der  ärmeren  Clafse  unter  den  Stadt- 
bewohnern,  im  Allgemeinen  nur  solche  Personen  Antheil, 
die  ein  weniger  beschwerliches  Leben  führen  und  gröfsere 
Sorgfalt  auf  Erhaltung  ihrer  Gesundheit  verwenden  können» 

Wenn  ferner  auch  solche  Versorgungsanstalten,  wie  das 
häufig  bey  Öffentlichen  Witwcnkafsen  der  Fall  ist,  mit  der  Bestim- 
mung errichtet  sind,  dafs  gewifse  Clafsen  von  Bürgern  im  State  zu 
dem  Eintritt  verpflichtet  sind,  so  bleibt  die  Theilnahme  doch  in 
mancher  Hinsicht  freiwillig,  da  die  Gröfse  der  zu  versichernden 
Summe  innerhalb  der  Gränsen  des  festgesetzten  Maximums  und 
Minimums  häufig  von  der  Willkühr  der  Theilnehmer  abhängt,  ott 
iuich  solche  luterefsenten,  die  zum  Eintritt  nicht  verpflichtet 
sind,  aufgenommen  werden  können»  Es  ist  also  zu  erwarten, 
<lafs  diejenigen,  welche  glauben  veihältnifsmäfsig  durch  die  An- 
stalt gewinnen  zu  können,  gröfsere  Summen  versichern,  als 
diejenigen,   die  dabey  zu  vcrllehren   fürcliten, 

Ist  aber  gar  der  Eintritt  in  eine  Gesellsehaft  dieser  Art 
ganz  freiwillig,  so  können  und  werden  die  Theilnehmer  noch 
weit  mehr  alle  Umstände  benutzen,  um  von  der  Kafse  den  mög- 
lich giöfsten  Vorthcil  zu  ziehen. 

Freilich  pflegt  man  bey  dem  Eintritt  in  die  Kafse  von 
den  Versorgern  Gesundheitsatteste  zu  fordern.  Wenn  diese 
aber  auch  durchgängig  gewifsenhaft  ertheilt  werden,  so  mufs 
doch  der  Arzt  dabey  innner  auf  dasjenige,  was  ihm  mit  Bestimmt- 
heit bükaiuit  ist,  seine  Versicherung  beschränken.  Die  Pensioni- 
tlen  mufs  man  dagegen  bey  dem  Eintritt  annehmen  wie  sie  sind, 
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wiewohl  man  mit  Zuverläfsigkeit  voraufsetzen  kann,  dafa  im 
Ganaen  genommen  ihre  Gesundheit  beträchtlich  befser  sey,  als 
wenn  eine  eben  so  grofse  Anzahl  von  Rentennehmern  im  Dnrch- 
sclinitt  aus  der  ganzen  Bevölkerungsraafse  genommen  Aviirdo, 

Es  ist  daher  auch  gar  nicht  zu  erwarten,  dafs  eine  Morla- 
litätstabelle,  die  aus  den  Erfahrungen  über  die  Sterblichkeit  der 
ganzen  Bevölkerung  genommen  ist,  für  eine  solclic  Gesellschalt 
ausgesuchter  Subjecte  als  sichre  Regel  gelten  könne. 

Das  folgende  Beispiel  wird  dies  noch  mehr  bestätigen,     Bey 
der  Kopenhagener   allgemeinen  Versorgungsanstalty   die  im  Jahre 
1795  unter  der  Mitwirkung  von  Tetens  errichtet  wurde,  und  Ver- 
sorgungen fast  aller  Art  übernahm,  war  der  Einschufstarif  nach 
der  Süfimilclischen  Mortalitätstafel  mit    einigen     Modlficationen 
berechnet,     (Die  Süfsmilchschen  Zahlen  der    Lebenden    wai-en 
im  Allgemeinen  bis  zum  ySsten  Jahre  um  20  vermehrt,  das  Alter 
der  zu  pensionirenden  Frauenzimmer  wurde  bey  der  Besliinmung 
des  Einschufses  um  5  Jahre  niedriger  angenommen  etc,)  Auch  war 
bey  dem  Tarif    der    Ziusfufs  von  5J  Procent  zum  Grunde  ge- 
legt, obgleich  die  Kasfe  selbst  ihre  Kapitale  zu5|  bis  4  jProcent 
benutzte.       Gleichwohl  sah    man  sich  geuöthigt,   den   Einschufs- 
tarif im    Jahre   1800  um  5  Procent  und  im  Jahre   i8o5  nochmals 
nm  5  Procent  zu  erhöhen,      Bey  einer  spätem  Revision  der  An- 
stalt im  Jaliie    i8i5  fand   sich  dennoch,    dafs  sie  mit  ihren   eignen 
Mitteln    nicht    bestehen   könne.      Die   P^egierung  ,     welche    die 
Garantie  für  die  Kafse  übernommen  hatte,    läfst    jetzt  die  ver- 
sichertenPensIonen  undAnwartschafteu  planmäfsig  auszahlen,  aber 
sie  nimmt  keine  neue  Interefsenten  an. 

Dagegen  besteht  die  Kopenhagener  JVittivencafse,  deren  Tarif 
ebenfalls  nach  der  Süfsmilchschen  Moitalitatstabelle  ,  jedoch 
nach  dem  Zinsfufs  von  -i  Procent,  berechnet  ist,  seit  dem  Jahre 
1775,  und  wird  hoffentlich  ferner  bestehen;  indefsen  beweiset 
dies  nicht  die  Richtigkeit  der  Süfsmilchschen  Sterbensordnung, 
Die  Anstalt  ist  blof^  eine  Wittwenkafse,  und  versichert  allein 
Ueberleiensrenten,  worauf  die   Verschiedenheit   der  Steibensord- 
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mingen  nicht  den  nämlichen  Einllufs  hat  als  auf  tlie  gewöhnlichen 
Leibrenten  ,  indem  die  Ueberlebensrcnten  durch  Subtraction 
der  Verbindungsrenten  vou  den  Leibrenten  berechnet  werden, 
wo  also,  wenn  Mängel  Stattfinden,  der  eine  den  andern  wenig- 
stens zum  Theil  aufheben  kann.  Die  Kafse  hat  ferner  bedeuten- 
de Nebeneinnahmen,  da  alle  Beamte,  mögen  sie  verheirathet  seyn 
oder  nicht,  von  ihren  Besoldungen  den  Belauf  des  ersten  Monats 
als  eine  Beystcuer  zu  der  Kafse  entrichten,  auch  alle  sonstige  frei- 
^villigclnteressenten,  aufser  dem  tarifmafsigen  Einsatz,  eine  Reco- 
gnition  von  lo  Procent  des  Einschufses  erlegen  miifsen,  Aufser- 
dem  kommen  der  Kafse  fundationsmäfsig  alle  Pensionen  von 
Witwen,  die  wieder  hcirathen,  so  lange  sie  im  Ehestande  leben, 
zu  gute,  obgleich  bey  dem  Tarif  auf  das  Wiederheirathen  keine 
Biicksicht  genommen  ist.  Endlich  ist  die  Anstalt  nur  mit  Ein- 
»chränkungen  als  eine  ausgesncbte  Gesellschaft  zu  betiachten,  in- 
dem alle  öffentliche  Bediente  ohne  Ausnahme  zum  Eintritt  ver- 
pflichtet sind,  dabey  aber  für  solche,  die  keinen  vorschriftsmäfsl- 
gerj^Gesundheitsfchein  beibringen  können,  das  Risico  von  der  all- 
gemeinen Pensionsanstalt  übernommen  wird. 

Wenn  übrigens  Herr  Morgan  in  der  Vorrede  zu  seinen  Prin- 
ciples  and  doörine  of  afsurances  etc.  von  der  equitable  society, 
bey  welcher  ein  Actuar  ist, sagt :  The  Equitablo  Society  proceeded 
quietlyin  the  same  course  for  near  twenty  years  beforc  they  ven- 
tured  upon  any  change.  During  that  period  the  decrements  of  life 
amoug  the  members  had  attained  such  a  degree  of  regularity,  that 
very  little  risk  was  incurred  in  founding  any  new  measure  on  th© 
presumtion  that  they  would  continue  to  be  equally  so.  The  expe- 
xieuce  of  the  last  forty  years  h«s  confirmedthis  opinion,  and  the  pro- 
iahilities  oflife  among  the  memhers  oftheSociety  may  now  be  consi- 
dered  as  uniformly  regulär  as  the/  are  among  the  general  mafs  ofin- 
habitants  inthis country:  so  läfst  sich  zwar,  da  übrigens  keine  speci- 
clle  Umstände  über  die  gedachte  Gesellschaft  mitgethelit  sind,  der 
Grund  dieser  unerwarteten  Uebereinstimmung  der  (vermuthlich 
Korthamploner)  Tabellen  mit  der  wirklichen  Sterblichkeit  in  Lon- 
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don  nicht  genauer  untersTtchen.  IndeTsen  sieht  man  doch  ausMor- 
gans wenigenAngaben,  dafs  dieGesellschaft  von  sehr  grofsem  Um- 
fange sey,und  ausPersonen  fast  allerAlter  bestehe,und  es  lafst  sich 
daraus  einigermaafsen  erklären,  dafs  die  Sterblichkeit  unter  einer 
solchen  Anzahl  verschiedenerPersonen  sich  mehr  dem  allgemeinen 
Maafse  dei  Sterblichkeit  nähere  als  in  kleinern  ausgesuchten  Ge- 
sellschaften» 


Zweites     Kapitel» 

*        '  ^  .  Von 

der  Berechnwig  eJer    Lehensdauer    und   der    Wahr' 
scheinlichheit    des    Lehens, 


§.    49. 

Um  die  Berechnungen  über  die  Dauer  und 
Wahrscheinlichkeit  des  Lebens  leichter  übersehen 
zu  können,  bezeichne  man  die  zum  Alter  a  gehörige 
Zahl  der  Lebenden  in    den    Tabellen    niitA,    ferner 

die  zu  dem  Alter  a  -}-  i  gehörige   Zahl  mit  A~  , 

die  zum  Alter   a  -j-  2  gehörige  Zahl  mit  A— ,  so  wie 
überhaupt  die  zum  Alter  a  4-  n  gehörige  Zahl  mit 

n 
A— ,   wo  der  Streich  unter  den  zur  Rechten  stehen- 
den  Zahlen  hinzugefügt  ist,    um  sie  von  i\e\\  Expo- 
nenten der  Potenzen  zu  unterscheiden.      Wenn  al- 
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so  a  =  50j  so  ist  nach    der  Süfsmilchschen  Tabelle 

r  1 

A=  300,  A—  =:  291,   A—  =  282  U.  s.  W. 

Ferner  bezeichne    man   das  zu  A  gehörige  Decre- 

1        ,  1 

ment    oder    A    —  A—  mit  A  A,  das  zu  A—     gehö- 

rigen  Decreruent  oder  A— — A—  mit  A  A— ,    so  wie 


überhaupt   das    zu  A —     gehörige     Decrement    oder 

A A— J—  mit  A  A— . 

So  wie  die  Decremente  die  ersten  Differenzen 
der  Hauptreihe  ausdrucken,  kann  man  auch  wieder 
von  dem  zum  Alters-Jahr  a  gehörigen  Decrement 
das  Decrement  des  Jahre  a  -|-  i,  von  letzterem  das 
des  Jahrs  a  '-[~  2,  so  wie  überhaupt  von  dem  De- 
crement des  Jalirs  a  -{-  n  das  Decrement  des    Jahrs 

a  -^  n  -|-  I  abziehen  ,  wodurch  man  eine  Reihe 
der  Differenzen  der  Decremente  ,  oder  der  zweiten 
Differenzen  der  Hauptreihe,  erhält.  Man  bezeich- 
ne also  A  A  —  A    A—  mit  A  •  A  A  oder  A       A, 

eben  so  A  A—     —  A    A—  mit  A     A—   etc.,  so  wie 

überhaupt    AA--AA mit  A     A— , 

Gleichfalls  könnte  man  von  diesen  zweiten  Dif- 
ferenzen der  Hauptreihe  wieder  auf  ähnliche  Weise 
die  Differenzen,  d.    h.   die    diitlen    Differenzen   der 

Hauptreihe,  suchen    und  A       A    —   A "  A—     mit 

A-A^'A  oder  a'' A,A ""  A~  — A^"  A-  mit  A"'  A- 

so  wie  überhaupt  A^  A —    ■ —    A     A ■  mit 

3       n  . 

A     A-  bezeichnen. 
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Wollte  man  diese  Operation  noch  weiter    fort- 
setzen, so   würde    überhaupt 

m    .  n             m — i     .  n                    ni' — i     ,  Ti  f  i 
A     A— — A  A-    —    A  A seyn. 


§.    50. 

Hiernach    wird    man    leicht  übersehen  können, 
wie  die  vorerwähnten   Gröfsen  von  einander  abhan- 
*gen.       Es    besteht    nämlich    A    aus    den  nach  und 
nach  vom  Jahre  a  bis  zum  höchsten  -Lebens-Ziel  er- 
folgenden   Abgängen  5     oder    es  ist  A    m  AA     4- 

A  A-1  +  A  A-  +  .  .  +  A  A"^^^,  wo  a  + 
X  das    höchste    Lebensziel    seyn    soll.      Kürzer  kann 

man  diese  Summe,  nämligh  AA  -|~   AA — f-AA— 

4"  •  •    -f-  A  A— ,  wo  das  letzte  Glied  =r  0  ist,  mife 

J    AA — -bezeichnen,  wobey,  wenn  keine  andere  Be- 
zeichnung hinzugefügt  ist,  immer  vorausgesetzt  wer- 
den   soll,  dafs  die  Reihe  bis  zum  höchsten  Lebens- 
ziel fortgesetzt    werde. 
Eben  so  ist: 

A-=  A  A-4- A  A-  +  ..  +  aa''=/ AA^ 

A-=:  AA-  -f  AA--h..  +  AA-=:/AA^ 
so    wie    überhaupt 

A-  =  AA-  +  AA^^  +  ...f  AA-=/AA-l^ 
wo  in  den  Summen  /A  Ali, /A  AJ_^,  /A  A-LH 
etc.     die   Reihe  jedesmal  bis  A  A—    fortzusetzen    ist. 
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Anm.     Es  werben  also  hier  die  Summen  nicht,  wie  es  sonst 

gewöhnlich  ist,  dui'ch  das  letzte,  sondern    durch  das  erste  Glied 

bezeichnet,  aus  dem  Grunde,  weil   der   Anfangstermin  der  Reihe 

sehr  verschieden  seyn  kann,  der  Endtermin  aher  gewöhnlich  das 

höchste  Lcliensziel  nach  den  Tabellen  ist.       Dafs  übrigens  eine 

n 
Reihe    dieser    Art    mit  A anfange,  soll  durch  das  von  dem  lu- 

n    ■ 

dex  stehende  Comraa  angedeutet  werden.     Dagegen  soll/A — 

ohne  Comma  vor  dem  Index  die  mit  A^  anfangeiade  und  bis  zu 
A  —  fortgehende  Sunnne  bedeuten,  T^ur  wo  die  Reihe  mit  A* 
anfängt,  ist  das  Comma  späterhin   weggelafsen. 

TJebrigens  ist  freilich,  wenn  a  f  x  das  liöchsteLebenszlel  ist, 

A —  ZZ  o,   nnd  Zi  A — o.  Wenn  man  indefsen  annimmt,  dafs 

der  Abgang  nicht  auf  einmal,  sondern  succefsiv  iu    jedem  Jahro 

.X  —  I 

geschehe,   so  mufs  auch  das  Absterben  von  Zi  •"■ während 


des  Altersjahrs  a  f  x  —  i  fortdauern,  und  es   wird  erst  mit  dem 


Anfangspunkte  des  Jahrs  a  |  x  die  Zahl  der  Lebenden  HI  o. 

§■51- 

Sollte  ferner  die  Summe  derer,  welche  in  der 
Reihe  von  Jahren  von  a  an  bis  zum  Altersziel  le- 
ben,  d.  h.  die  Summe    der  Hauptzahlen 

A—  -f-  A^  -}-  As.  4-  .  •  +  A-  durch  die    Decre- 
rnente  bestimmt  werden,  welche   Summe  nach    dem 

Vorhergehenden  niitj  A~—  bezeichnet  werden  kann, 
so   ist 

A    =:AA  +  AA-  +  AA-  -f- A  A- 4-  .  .  j 

A-=  AA--f  AA-  4-  AA^  -h  .  . 

A^  =  A  A-i  +  A  A-  4-  .  . 

etc.   etc.  j 

A—  =3  i 
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+  AA 
4-  AA- 
+  aa- 


j  AAi-, 

folglich/A's  =AAS-f2AAi+  3AAi  -|-.. 

.  4-  n    A  A"^^^  +  .  .  +  X  +  I    A  A— . 

Auchlst/A'^— /A  A'^  -i-/AA'i  ^  y^  A's 

-f"  .  .  -f"  yA  A-^— ,  d.  h.  gleich  der  Summe  der 
Summen  der  Decremente,  welche  Summe  der  Sum- 
men man  mit  S/A  A'-  oder/-AA'-  bezeiphnen 
kann. 

Wollte  man  die  Summe  der  Summen    der  Le- 
benden,   d.    i.    die   Summe  von  /A'^  -f-/A-  + 

fA'S.  -|-   .   ,  ^  y  A— ,    welche    Summe    man    mit 

S  /  A'^   oder  f-    A'^    bezeichnen    kann>  durch  die 

Decremente  bestimmen,  so  wäre 

/A's  =  AA  +  2AA^-f-3AA^+..       ) 

/A'i  =  A  A^   -f  2  A  A^    +  .  .       ] 

/A'^=  AA^    +  .  . 

etc.  etc, 


+  X  4-    I  A  A^ 
+        X         AA~ 
j  +  X  —    i    AA-1, 

folglich/^  A's  =  A  AS  +  3  A  Ai   +  5  A  A^  -f 
I0AA4    +..  +  "ZLir^    AAii-4-.. 
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-f- A    A — .  Dafs  das  allgemeine  Glied  =: 


— A  A — sey,  erhellet  daraus,  weil  bey  dem 


n  -j-  iten  Gliede,  welches//^  A'i^  zum  Factor  hat,  der 


Coeffipient   aus  den  Theilen  n-f-I  +n-f-  ii  —  1  + 

+         1              •«                                    !•      r^                                 11+1.11  +  2. 
I  besteht,  wovon  die  bumme  r=: ■  ist. 

I  .  2 

Sollten  auch  etwa  die  höhern  Summen  der  Le- 
benden auf  ähnliche  Weise  ausgedruckt  werden,  so 
würden  sie  auf  dieselbe  Weise  gefunden  werden. 
Es  ergiebt  sich  nämlich  von  selbst,  dafs  da  in  der 
zuletzt    angeführten  Reihe   jeder    Cofficient  aus  den 

Summen  der  natürlicher  Zahlen  von  I  aii  bis  n  _|- 1 
besteht,  diese  Coefficienten  die  sogenannten  Trian- 
gularzahlen  sind,  und  das  man  bey  weiterer  Fort- 
zetzung  für  die  Coefficienten  die  dreyseitigen  Py- 
ramidalzahlen der  ersten,  zweiten  etc.  Ordnung  er- 
halten müfse. 


^.52. 

Eben  so  wie  die  Decremente  abhangen  von 
den  Zahlen  der  Hauptreihe,  hangen  die  Differenzen 
ab  von  den  Decrementen,  nur  mit  dem  Unterschie- 
de, dafs  die  Decremente  der  Natur  der  Sache  nach 
durchgängig  bejaht  sind,  die  Differenzen  des  ersten 
und  der  folgenden  Grade  indefsen  bejaht  oder  ver- 
neint oder  auch  =  0  seyn  können.     Es  Ist  nämlich  : 
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^A^=zZ-'Ai-j-z/^Ai+^=Ai+. .  4-^=A5=:/^=A'-E, 
^A==rz/=A=+z/2Ai4-z/-^A^+. .  +^=A^=:/^^-A'£, 
und  überhaupt: 

^AIl=r^2  AB  -f  ^=  A'li-f  + . .  +  z?^  A^  =/^^  A'?. 
Da  {erxvev  A^-^  =  A\^P■^\'A-A^-['A-A^-{'.* 

•4-   -^^    A — ,  und 

^^A^  =  ^' AS  +  ^^  A^  +  ^^A'--}-  ..  4-^'A5, 
A-A^=i  ^^  A^^-f-^' A'24-  ..  +yi' A5, 

^2A?=  ^' A--i-  ..  -}-z^»A5, 

etc.    imgleiclien 

^2  A—  =  ^^  A?, 

so  ist  auch  ^  A^-  =  ^'  A^4-  2  vi'  A^  4-  3  ^*  A^ 

4-  .  .    +  X  +  I  ^'  A-. 

§.    53. 

Hiernaeh  lafseu  sich  auch  Avieder  die  Zahlen 
der  Hauptreihe  durch  die  Differenzen  ausdrucken. 
Da  nämlich 

A  =  ^  A  4-  A  A^  4-  z?  A-  4-  .  .  -{-  A  jM, 
also  auch 

AA.^  =  ^*  A^  4-  z/^'  Ai  4-  y^2  A^  4-  . .  4-  ^  *  A5 
AA.^  ==  ^2  Ai  4-  A^  A-=  4-. .  4^^^=  A^ 

^A^  =  A^At^,,  +  A~  Aü 

etc.  etc. 
AA'i  ==  ^2  A!f, 

so  ist  hiernach 


A=^sA^+2z/2Ai4-3^*Aa4^..4-.x4-i^=A?. 
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Und  da  ferner 

AA^  =  A5A2-[-2A'Ai-f-3A'Al-|-..-f-x  +  iA»  A!^ 

AAi=  A»Ai4-2A*A^-f..-|-    x     A' A^ 


äA^=:  A'A2+..-f  X— lA'A'^ 

etc. 
A   A!l  =  A'  A-, 

so  hat  man  auch  A  r=: 
A»  A2  +3  A^  A^  +  6  A'  A^  +  lo  A*Ai-f.. 

'  I  .    2  '  "^ 

Anra»  Dafs  übrigens  die  Differenzen,  In  so  weit  sie  ver- 
neint sind,  von  der  Summe  der  bejahten  Differenzen  [abgezogen 
werden  müfsen,  ergiebt  sich  von  selbst. 

§'  54. 

"Wenn  die  Wahrscheinlichl-eit  gesucht  wird,  dafs 
eine  Person  vom  Alter  a  noch  n  Jahre  lebe,  so 
kömmt  es  darauf  an,  wie  viel  Personen  von  einer 
gewifsen  Anzahl  des  gegebenen  Alters  den  Erfah- 
rungen gemäfs  nach  n  Jahren  noch  im  Leben  sind, 
und  man  kann  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  als 
einen  Bruch  ausdrucken,  defsen  Nenner  gleich  der 
Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  a,  defsen  Zähler  aber 


gleich  der  Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  a  ^j-  u  ist, 

AH 
d.  h.  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  =r  7 — . 

Z.  B.  nach  Süfsmilchs  Tabelle  erreichen  von 
300  fünfzigjährigen  210  das  öO'^teJahr;  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  jeden  derselben,  60  Jahre  alt  zu 
werden,  ist  also  z=z  f  ~  =  ^^, 
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§.  55. 

Die  Zeit,  welche,  mit  dem  schon  erreichten 
Alter  einer  Person  zusammengenommen,  das  in  den 
Tabellen  angegebene  höchste  Lebensziel  ausmacht, 
heifst  die  Altersergänzung  für  diese  Person.  Wenn 
aLso  a  <-|-  ^  ^^^  höchste  Lebensziel  für  eine  Person 
vom  Alter  a  ist,  so  ist  x  die  Altersergänzung  für 
diesen  Fall.  Man  findet  demnach  die  Alterser- 
gänzun£r,  wenn  man  das  gegebene  Alter  von  dem 
nach  den  Tabellen  zu,  erreichenden  höchsten  Alter 
abzieht.  In  der  Süfsmilclischen  Tabelle  z.  B.  ist  da» 
letztere  das  Ende  des  96sten  Jahrs,  ist  also  die  Per- 
son 50  Jahre  alt,  so  ist  90  —  50  =  46  die  Al- 
terserganzung  für  diese  Person. 

Anm,  Es  ist  schon  oben  bemerkt,  döfs,  wenn  gleicfi  nach 
den  Süfsmilchschen  Tabellen  bey  dem  Jahre  96  die  Zahl  der  Le- 
benden HZ  o  ist,  dennoch  der  Anfang  des  Jahrs  96  nis  Emjpnnkt 
des  Lebens  angesehen  werden  niüfse.  Freilich  ist  die  Zahl  der 
Lebenden  nach  Süfsmilch  bey  dem  Jahre  96  gleich  I  ;  dies  druckt 
indefsen  nur  das  Verhältnifs  zu  der  Grundzahl  "IZZ  1000  aus.  Wä- 
re die  Anfangszahl  ZU  1 000000,  60  v;äre  die  Zahl  der  Lebenden 
bey  dem  Jahre  qS  ZZI  1000,  und  \'on  diesen  würde  dar  letzte  kuxa 
Tor  dt-m  Ende  des  gßsten  Jahrs  absteiben. 

Die  Zeit,  worin  nach  deu  Tabellen  die  Hälfte 
der  Personen  eines  gewifseu  xllters  ausgestorben  seyn 
wird,  heifst  die  wahrscheinliche  Lehensdauer  für 
dieses  Alter.      Z.  B.  nach  den  Süfsmilchschen  Tabe!- 

H 
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en  ist  von  den  36jälirigen  die  Hälfte  im  Anfange 
des  Jahrs  61  verstorben,  folglicli  ist  61  — 36  =  25 
die  wahrscheinliche  Lebensdauer  für  dieses  Alter. 
Wahrscheinlich  heifst  diese  Lebensdauer  daher,  weil 
derer  Fälle ,  da  eine  Person  des  gegebenen  Alters 
diesen  Zeitpunkt  erlebt,  mehrere  sind  als  derer  Fälle 
da  sie  ihn  nicht  erlebt,  auch  zugleich  der  Fälle  da 
sie  den  Zeitpunkt  überlebt  weniger  sind,  als  da  sie 
ihn    nicht  überlebt. 

Anm»  Genau  genommen  ist  die  Wahrscliciiilichkeit,  dafs 
ein  36  jähriger  6i  Jahi-  Jilt  werde  IZ:  i,  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  er  ein  geringeres  Alter  erreiche,  ist  gröfser  als  j,  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  er  ein  höheres  Alter  erreiche,  kleiner  als  \. 

Indefsen  mufs  man  mit  dieser  allgemeinen  Walirscheinlichkeit 
nicht  die  besondre  Wahrscheinlichkeit  verwechseln,  dafs  jemand 
gerarfe  bis  zum  62sten  Jahr  lebe,  und  lolglich  in  demselben  sterbe» 
Diese  letzte  Wahrscheinlichkeit  wäre  für  eine  Person  von  56 
Jahren,  nach  den  Süfsmilchschen  Tabellen,  da  hiernach  von  4o3 
36jährigen  g  im  G2  sten  Jahre  sterben,  ZU  -^^j  ZU  i|-^. 

Es  sey  A  die  Anzahl  der  Personen  vom  AUer 
a,  und  X  die  Altersergänzung,  so  ist,  wie  bereits  an- 
angeführt,    A    =    AA  '-f-    AAi   4-    AA^    +  .  . 

-}-   A  A .     Wenn  nun  die  Decremente  alle  gleich 

wären,  d.  h.  wenn  das  Absterben  gleichmäfsig  er- 
folgte, so  wäre,  da  die  Anzahl  der  Decremente  = 
X  ist,  die  Summe  derselben  oder  A  =  x  A  A,  folg- 
lich f  A  =:  I  A  A.  Da  nach  dieser  Voraus- 
cetzung  in  jedem    Jahre    A  A  Personen  abgehen,  so 
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würden  die  Personen  f  A  A  im  |  Jahren  verstorben 
,seyn,  d.  h.  nach  dieser  Voraufsetzung  würde  das 
wahrscheinliche  Alter  gleich  seyn  der  halben  Alters- 
ergänzung. Wenn  aber  das  Absterben  nicht  gleich- 
mäfsig  erfolgt,  d.  h.  wenn  die  Decremente  ungleich 
sind,  so  kann  zwar  wohl  für  irgend  ein  bestimmtes  AI- 
t'er,  aber  nicht  im  Allgemeinen  für  jedes  Alter,  die 
wahrscheinliche  Lebensdauer  mit  der  Hälfte  der  Al- 
tersergänzung einerley  seyn, 

§'  58. 

Wenn  man  die  Jahre,  welche  eine  Anzahl  von 
Personen  gleiches  Alters  nach  den  Tabellen  noch  zu 
erleben  hat,  und  zwar  einige  mehr  andere  weniger, 
zusammennimmt,  und  die  Summe  mit  der  Anzahl 
der  Personen  dividirt,  so  erhält  man  einen  Durch- 
schnitt des  künftigen  Alters,  der  die  mittlere  künf- 
tige Lebensdauer  oder  kürzer  die  mittlere  Lebens- 
dauer, auch  die  Existenz  genannt  wird.  Dies  ist  das 
Alter,  welches  die  Personen  erreichen  würden,  wenn 
sie  alle  gleich  alt  würden. 

^.  59. 

Die  mittlere  Lebensdauer  wird  auf  folgende  Wei- 
se gefunden.  Wenn  die  Zahl  der  Personen  vom 
Alter  a  gleich  A  ist  und  nur  auf  ganze  Jahre  ge- 
rechnet  wird,    so   leben   davon  nach    den   Tabellen 

H2 
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A^  noch    I  Jahr,  ferner  A^    überdem    I    Jahr,   Ai 

wieder  überdem   noch  I  Jahr  etc.  und  endlich  A 

abermals  noch    I    Jahr;    die  Summe  hiervon  ist  rr: 

AS  4-  As  -f-  AI  4-  .  .  -f  A'^^^  =/A'^,  und 
wenn  man  die  mittlere  Lebensdauer  für  das  Alter 
a    mit    Ea    bezeichnet,     so   ist  Ea  = 

A—  t  A—  t  A—  t  .  .  t    A—      ,  /  A  — 

oder  =r:  — : — • 

A  A 

Auch    ist,     da  /A'i   =   AA^    -f  2   AA^  -[- 
3  A  A^   4-  .  .  -|-  X    AA-    ist,    Ea  = 


X 


A  Ai  f  2  A  A^  f  3  A  A-i  t  •  •  1 2c  A  A-        ^^/*  A  A'^ 


§.    60 

Im  vorhergehenden  §.  sind  jedoch  nur  ganze 
Jahre  in  Betracht  gekommen ,  und  die  Rechnung 
ist  so  geführt,  als  wenn  nur  die  Anzahl  A- von  Per- 
sonen, welche  am  Ende  des  ersten  Jahrs  noch  le- 
ben, das  Jahr  durchlebt  hätten,  eben  so  ist  im  2ten 
Jahre  nur  die  Anzahl  A^- ,  etc.  in  Rechnung  ge- 
bracht. Aufserdeni  lebten  aber  im  Anfange  des  er- 
sten Jahrs  noch  A  A  Personen,  welche  succelslv  m 
demselben  Jahre  abgingen ;  eben  so  lebten  im  An- 
fange des  2ten  Jahrs  noch  A  A-  Personen,  welche  im 
Laufe  des  Jahrs  verstarben ,  etc.  Jeder  Abgang  er- 
folgte succefsiv  im  ganzen  Jahre,  und  man  kann  da- 
her annehmen,  dafs  die  in  jedem  Jahre  abgegangenen 
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Personen,  im  Durchschnitt  genommen,  noch  die  Hälf- 
te des  Jahrs  durchlebt  haben.  Diese  im  Ganzen 
noch  durchlebte  Zeit  ist  also  zusammengenommener: 
i  UA  +  AA.^  +  AA^  -}-  ,  .  4-^ AI)  =  f  A, 
und  wenn  auch  diese  Zeit  durch  die  Anzahl  der 
anfänglich  lebenden  Personen  A  dividirt  wird,  so 
erhält  man  zum  Quotienten  |,  welches  also  zu  dem 
vorhin  gefundenen  mittlem  Alter  noch  hinzugelegt 
werden  mufs.  Diese  so  bestimmte  Lebensdauer 
heifst  die  corrigirte  mittlere  Lehensdauer, 


§.  !6I. 

Die  mittlere  Lebensdauer  ohne  Correction  ist, 
wie  angeführt,  zz 

-^(^A~+  2  üA--}-  3  ^A-+..-j-^^A^=^^' 

wobey  das  Glied  x  A  A~  ,  welches  =  0  ist,  "weg- 
gelafsen  worden.  Wenn  nun  das  Absterben  gleich' 
mäfsig  erfolgte,  und  also  die  Decremente  gleich  wa- 
ren,   so  wäre    AA-  -j-  2  AA^   -j"   3  ^Al  ►{-  .  • 


+    X  —  I  AAtHl  =  ^^ ^   •  ^  AA,  also  die  mitt- 


lere Lebensdauer  n: — ,  und  da  bey  die- 

2  A  *' 

ser  Voraufsetzung  A  ~  X   /i  A  ist,  (§.  57)  so  wird 

X— i.xAA        X*— I        X         I      ,,,.  ,. 

■ -— -  ZI ~  —  —  — .  Addirt  man  hier- 

ZU  die  Correction    von  ^,  so    erhalt  mau    in  diesem 
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Falle  die  mittlere  Lebensdauer  ZZ  — ,    d,    h.    gleich 

der  Hälfte  der  Alters ergänzung.  Wenn  also  das  Ab- 
sterben gleichmäfsig  geschähe,  so  wären  die  wahr- 
scheinliche und  mittlere  Lebensdauer  gleich,  sonst 
ikönnen  sie  nicht  durchgängig  für  jedes  Alter  gleich 
seyn. 

Anm.  Im  Ganzen  genommen  ist  nach  den  Tabellen  uie 
■wahrscheinliche  Lebensdauer  in  den  frühern  Jahren  gröfser,  in 
den  höhern  Lebensjahren  aber  kleiner  als  die  mittlere  Lebens- 
dauer, 


§.  62. 
Am  bequemsten  findet  man  die  mittlere  Lebens- 
dauer auf  folgende  Art.  Man  schreibt  die  Zahlen 
der  Lebenden  nach  der  Mortalitätstabelle  für  jedes 
Jahr  von  O  an  bis  zum  höchsten  Lebensziel  unter 
einander,  summirt  dann  sämmtliche  Zahlen  von  un- 
ten an,  und  setzt  die  Summe  für  je  n  Glieder  von 
unten  zur  Zelte  jedes  nten  Gliedes  von  unten  , 
"wodurch  man  die  Summe  der  Lebenden  für  jede 
Anfangszahl,  d.  h./A-  für  jedes  a,  erhält.  Sucht 
man  nun  die  mittlere  Lebensdauer  für  das  Alter 
a,  so  nimmt  man  die  Summe,  welche  bey  dem  Jahre 

a  -|~  I  steht,  und  dividirt  dieselbe  mit  der  Zahl  der 
Lebenden  vom  Alter  a,  d.  h.  mit  A,  wodurch    man 

also •    erhält.       Hierzu  legt   man  dann  noch  f, 

um  die  corrigirte   mittlere  Lebensdauer  zu  bekom- 
men. 
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Anm.  1,  Elhe  so  eingerichtete  Tabelle  findet  man  nach 
der  Süfamilchschen  Sterbensordniing  bey  Tctens  am  a.  O.  S» 
89,  nach  Deparcieux's  Sterbens  Ordnung  in  K,  Ch,  Langdorfs 
arithmetischen  Abhandlungen  etc.  über  juristische  und  staatsivirth- 
schuftliche  Fragen  etc.,  Heidelberg  1810,8,171  etc.  Letztero 
ist  jedoch  vom  54sten  Jahre  an    unrichtig   summirt, 

Anm.  3.  Die  Zeit  des  mittlem  Abgestorbenseyns  Tcönnlo 
man  nennen  den  Durchschnitt  der  Zeiten  von  dem  Augenblick 
an,  wo  die  Personen  eines  gegebenen  Alters  absterben,  bis  zum 
Ablauf  der  Altersergänzung.  Diese  mittlere  Zeit  ist  also  HZ 
X  —  Ea,  wenn  nämlich  x  die  Ergänzung  für  das  Alter  a  und 
Ea  die  mittlere  corrigirle  Lebensdauer  ist,  Tetens  hat  die- 
sen Wer  ih  zuweilen  gebraucht;  ich  habe  aber  nicht  nöthig  ge- 
funden, ihn  irgendwo   den   Berechnungen  zum  Grunde  zu  legen. 

Da  übrigens  das  Absterben  nach  jeder  Sterbensordnung 
succefsiv  und  iheilwcise  geschieht,  so  bestehen  auch  für  dio 
ganze  Gesellschaft  der  Personen  A  die  mittlere  Lebensdauer 
lind  die  Zeit  des  Abgestorbenseyns  nicht  nach  einander,  son- 
dern neben  einander. 


Drittes     Kapitel. 

Von 
unveränderlichen     Leibrenten, 


Von  einer  Anzahl  A  von   Personen  des  Alters 
a  leben  zufolge  der  angenommenen  Bezeichnung  am 
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Schlufse  des  ersten  Jahrs  A-,  am  Ende  des  zwei- 
ten Jalirs  A-s,  am  Ende  des  dritten  Jahrs  A-^  etc.,  so 

■vvie  überhaupt    zu    Ausgang    des    nten    Jahrs    A— . 
Soll  nun  jede  am  Schlufse  des  Jahrs  lebende  Person 
jedesmal    am  Ende  desselben  eine  Rente  I  erhalten, 
«o  Ist  die  Summe  dieser  Renten,  ohne  Rücksicht  auf 
die  Zeit,  worin  sie  bezahlt  werden,  iz:  A-  -|-  A-^  -{-. 

A-^ -}-..-{- A—.  Da  indefsen  die  erste  Rente  zu 
Ausgang  'des  ersten  Jahrs,  die  zweite  zu  Ausgang 
<Ies  zweiten  Jalirs,  so  wie  überhaupt  jede  nie  Rente 
zu  Ausgang  des  nten  Vahrs  bezahlt,  auch  jedes  Jahrs 
Zahk^.ng  auf  den«  Anfangstermin  discontirt  werden 
mufs,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  aller 'zuzahlen- 

n 
j      "D      ^  A-^     5     A^     ,     A-  A —  ,         .- 

ciennenten::!—  -j -j "T  •  •  T f  "^id  weil 

r  r  r  ^ 

r 

dieser  Werth  Ton  der  ganzen  Anzahl  A  der  Perso- 
nen aufgebracht  werden  soll,  so  ist  der  Einsatz  für 
jeden    Einzelnen,  d.    h.  der  Werth  der  Rente  I  für 

das  Airer   a ,  —  —    ! j 4-   — -  -4-  .  . 

X 

J —  I     welcher  Werth  auch  durch  ■ —  /  — ~ 

'       ^,  X  J  '  -  A  ^    r» 

ausgedruckt  werden  kann.  Dieser  Werth  der  Leib« 
rente,  nämlich  der  gegenwärtige  Werth  des  Ren- 
ienthalers  I,  der  jedesmal  am  Ende  des  Jahrs  an 
die  Person  vom  anfänglichen  Alter  a,  sofern  sie  dann 
noch  lebt,  bezahlt  wird,  soll  künftig  mit  X  a  bezeich- 

t\ci   werden,  so  dafs  also  A  a  zr  —  -  /  —  ist. 
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Aniö,  Man  mufs  aLer  nicht  unbeachtet  lafsen,  üafs,  öa 
hier  nur  ganze  Jahre  in  Betracht  gekommen  sind,  die  Renten 
jedes  Jahrs  nur  für  diejenigen  Personen  berechnet  werden, 
welche  am  Schlufse  des  Jahrs  noch  leben,  nicht  aber  für  dieje« 
nigen,    die  im  Laufe  defselben  verstorben  sind» 

§'  64. 

Anstatt    den   Wertli    der    Leibrente    durch    die 

Zahlen    der   Lebenden    zu    bestimmen ,    kann   man 

denselben  auch  durch    die   Decremente  ausdruckei*. 

,  r  1  2  3 

_      .         ..    T  -,      ^  A—  A—         A—     ,    A—     , 

Es    ist    namlich  /  — -i ■  -r  — ~  *T  »  * 

r  r  y  I 

j^ A— 

+  —  i    folglich  hat  man  (r  —  I)  / — 

x^  x^  ' 

A^         Aa         A5  A^ 

ro  T"  TT  +  71  +  •  •  +      X  —  1 

r 

r»  r-  rx  —  t  ^^ ' 

oder  auch,    wenn  man  in  der  obern  Reihe  A  —  'JA. 
anstatt  A^,  A^  —  ^A^  anstatt  A-  etc.    setzt,    auch 

in  dieser  Reihe  am  Ende  noch  -: ,  welches 

^^ 

A'- 

—  O  ist,  hhizufügt,  (r  —  I)  f —  :::3 

I 

! 
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'ix  X 

i       A-—  ^A- 


rx 


*  A-  ^^~    ^^~    Ak^ 

p        —  z=:A-(— +  -^  +  -  +  ., 

y   AK-  ^  ^AS 

+  ■ ),   wofür  man  A— /" — —    schreiben  kann. 

rx  J     r" 

Also  wird  /  —  ZU CA  —  /  — .^ —  )     oder    — 

Ak^  p  ^y^A^ 

P^^  -f~v^^'  undAa  =  -f-    (A  -/-— )   =: 

Anm,  Man  kann  sich  auch  vorstellen,  dafs  cler"  Ueter-' 
iielimer  gleich  im  Anfange  für  jeden  llentenier  ein  Grundka- 
pital p  erhält,  wovon  er  jahi^lich  an  Jeden  die  Rente  i  zahlt^ 
zugleich  aber  das  Grundkapital  für  diejenigen,  die  im  Laufe 
des  Jahrs  nach  den  Tabellen  absterben  ,  zurückgiebt.  Da 
nun  dieser  Abgang  in  den  verschiedenen  Jahren  A  A,   AA-, 

X  "^^  1 

A  A^    etc.  bis  AA ist,  so  hat  der  Uebernehmer  in  den 

verschiedenen  Jahren  zurückzu-rahlen  p  AA,  P  AA-,  p  AA-^  etc» 

X —  1 

bis  p  A  A ,  wovon,  w^eil  die  in  jedem  Jahre  Absterbenden 

für  dafsclbe  Jahr  keine  Rente  erhalten  sollen,  und  also  p  AA 
sofort  im  Anfange  des  ersten  Jahrs,  p  A  A-  im  Anfange  des 
zweiten,  u.   s.  w.  zurückzuzahlen  ist,  der  gegenwärtige  Werlh 

AA  AA^  AA^  AA 

—  p  f  p t  p  T  .   •   T  P  =^ 

p    r       '"     wird.      Was  also  dem  Uebernelimer  für  sämmtlicha 
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Rentenirer  zu  zahlen  wäre,  ist  —  P  A  —  p  /  ■ ,  welches 


für  jeden  einzelnen  Rentenempfänger  betragt  p  —  ■ —  Py > 

wie   vorher» 

§.    65. 
Wollte  man ,     um  die  Rechnung  mit  noch  klei- 
nem Zahlen  zu  führen,  die  Differenzen  der    Decre- 
mente  gebrauchen,  so  könnte  dies  auf  folgende  Wel- 

se  geschehen,      iijs  ist  / zz  +  ■  -f* 

*^  •'    j.°  r®  r 

X 

A  A^  ^A —  ,  A  A'o 


rx 


r 


r«  r  ra  '      r^ 

AA        AAi        _  AA^— ^        AA— 


r  r2  rx  rx  f  i 

Nun  ist,  wenn  in  der  obern  Reihe  A  A  —  A^A  an- 
statt A  A^,  A  AS  —  A*    Ai   anstatt   A  A^  etc.  ge- 

,      ,      ^,.   ,  AA—  —  A=    A— 
setzt,  arten   das  Glied 1 ~  iz    n    hin- 

r     ' 

I  AA- 

zufücrt  wird,  Cl    —  — )    f  .   zu 

ö  '  ^A  r"^  -^     ro 

AA^    ,    AAS— A^  AS        AA^— A^  A^  i 

i-o     "T  ^  i  —  ^  '    '    1 

AA  AAS  1 
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!    ^--_  =  ^A  -  (^^^  +  ^^  + 

j         r^t.  ^    ,..      -r       r'      T^ 

"f*   •  •  "} ; — ^  welches  mit 

'yf  \ / bezeichnet    werden    kann ,    und 

^  K  ^     r'  ' 

*/      r**         r  —  I  j- »/      J.O 

rA*Aa 
p  (r  A^ — J  "^ — )•     Hiernach  wird  ila  oder 

P    Cl    -  r/~r^>  =  p  [I  -  ^  Cr  ^A 

A^A^  p  A^Aa 

-/-70— )3  =  i  (A-pr^A+p/— -). 

Setzt  man  diese  Operation  noch  weiter  fort,  so  er- 

A^A'S  A'AS 

hält  man,/  —3—  =  p  (r  ^^-  A  —  /  — j:^)  ,    und 

"       A'^A2 
wenn  man  diesen  letztern  Ausdruck  anstatt  /  — ^ — 

setzt,  Aa  =  —    (A    —  pr   ^  A    4-   p*    r  :^^*  A    — 

A'  A- 
p*  y ).     Eben  so  erhielte  man,  wenn  man  die 

vierten  Differenzen    gebrauchen    wollte,  ?.a.  ZZ 

P.   (A   —  pr  ^  A   +  p^r  ^^  A  ~  p'  r  ^»  A    -{- 

A'^A^ 
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Anm,  Nach  den  Süfsmilclisclien  Tabellen  sind  die  Dif- 
ferenzen der  Decremente  oder  die  zweiten  Difierenzen  der  Haupt- 
reihe gröfstentheils  entweder  iZZ  i  oder  ZU  o  ;  in  den  Wargentin- 
schen  und  Florencöiirtschen  Tabellen  sind  die  dritten  Differen- 
zen wenigstens  gröfstentheils  kleine  Zahlen,  nnd  es  kann  wohl 
nicht  rathsam  seyn,  die  angegebene  Operation  weiter  fortzu- 
setzen, zumal  da  der  Glieder  immer  mehr  [so  weit  nämlich 
nicht  einzelne  wegfallen,]  und  die  Potenzen  von  p  immer  grö- 
fser  werden.  Sonst  sieht  man  leicht,  dafs  wenn  man  die  nten 
Differenzen  gebrauchen   wollte,   der  allgemeine  Ausdruck    wäre 

^a  =z  ^(A  —  prAA  f  p=r   /^»A  — p'r^^A  f  .  . 

n— 1          .n— 1                       n— 1    ^A"  A- 
fP  rA  A-r-P  / -)  wobey  die 

Glieder,   welche  die   Diflerenzen  mit  geradem  Index    enthalten, 
bejaht,     mit  ungeradem  aber  verneint   sind, 

Uehrigens  mufs  man  dabey  nicht  aufser  Acht  lafsen,  dafs 
Wo  die  Differenzen  nach  den  Tabellen  verneint  sind,  ihre  Pro- 
ducta mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen  in  P».echnung  gebracht 
werden  müfsen» 


Wenn  viele  Leibrenten-Wertlie  nach  derselbeii 
Mortalitätstafel  und  dem  'ämlichen  Zinsfufs  berech- 
net werden  sollen,  so  kann  mar.  mit  Vortheil  das- 
selbe Verfahren  anwenden,  das  vorher  zur  Berech- 
nung der  mittlem  Lebensdauer  empfohlen  ist.  Man 
multiplicirt  nämhch  die  Zahlen  der  Lebenden  der 
Mortalitätstafel    vom    Jahre    0   an   bis  zum  höchsten 

Lebensziele  der  Reihe  nach  mit—'—,  — ^— ,  — — 

yO  j.  1-2 
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etc.,  wonach  also  die  Zahl  der  Lebenden  für  das 
Alter  von  n  Jahren  mit multiplicirt  wird,  und 

schreibt  diese  Producte,  d.  i.  die  cliscontirten  Zah- 
len der  Lebenden^  der  Reihe  nach  unter  einander. 
Demnächst  summirt  man  dieselben  von  unten 
und  setzt  jedesmal  die  Summe  von  n  Producten  von 
unten  an  zur  Seite  des  nten  Products  von  unten. 
Noch  fügt  man  zu  mehrerer  Bequemlichkeit  vor- 
ne in  der  Tabelle  die  Jahre  des  Alters  hiozu.  Um 
nun  die  Leibrente  für  das  Alter  a  zu  finden,  darf 
man  nur    die  Summe    der    discontirten    Zahlen  der 


Lebenden',  so  wie  sie  bey  dem  Alter  a  ~j-  I  steht» 
mit  der  bey  dem  Alter  a  angeführten  discontirten 
Zahl  der  Lebenden  dividiren.  Es  ist'nämlich,  wenn 
A  die  Anfangszahl  in  der  Mortalitätstabelle  für  das 
Alter  a  ist,  die' Summe  der  Producte  bey  dem  Alter 
a  4-  I  — 

I  a  3  X 

3-—  +  A-n 4- Ar-  +  ..  +  An  z= 

-1-  r^"  4- ^^       ^'4-       ju— —  —  f^*^ 

Und  da  das  bey  dem  Alter  a  aufgeführte  Product  ZZ 

A       .  ,  ...  1       ;.A'i         A 

■  ist ,  so  erhalt  man /  : ■  zzz 

r»  x""        r»  y:^ 

1         n  A'-  ' 

— - —  /  —  ZZ  Aa,  wie  oben. 
A    ^      X* 

Anm.  Eine  Tabelle  dieser  Art  nach'  der  Süfsmilclischen 
Sterblichkeitstafel  und  dem  Zinsfufse  von  4  Procent  findet 
man  bey  Tetens   a,  a,    O,    S,   89,  zugleich  mit  der  vorhin  er- 
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wähnten  Tabelle  zur  Beiechnung  der  Lebensdauern.  Herr 
Brune  hat  in  seiner  Berechnung  der  Lebensrenten  etc.,  aufser  die- 
ser nach  Süfsmilchs  Stevbensordnung  verfertigten  Tabelle,  Sei- 
te 235  noch  eine  andre  nacli  der  Waigentinschen  Sterblich- 
keitstafel  für  das  männliclie  Geschlecht  geliefert, 

Herr  Morgan  empfiehlt  in  seinen  Principles  etc.  S.  2g , 
als  vorher  ganz  unbekannt  imd  von  ihm  erst  erfunden,  eine  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Leibrenten ,  oder  eigentlich  zur 
Prüfung  dieser  Berechnungen,  welche  Methode  auf  den  ersten 
Anblick,  von  der  vorliin  angegebenen  verschieden  zu  seyn  scheint, 
jedoch  im  Wesentlichen  damit  zusammenfällt.  Diese  Metho- 
de beruhet,  nach  der  im  gegenwärtigen  Werke  gebrauchten 
Bezeichnung,  allgemein  ausgedruckt,  aui  folgender  Gleichung  : 
n  n  f  I  n  f  2  x 

A ^  ~T~—     ^~~Z    +    ^ +  A 

Ar"  ~    Ar"tr  Ar"  t  2      *  *        ^  r '^    ' 

Wenn  in  dieserGleichungauf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszei- 
chens alle  Glieder  berechnet  werden  und  die  Summe  derselben 
n 

— '^    a  ■{■  n  ist,  so  ist  dies  ein  Beweis,  dafs  derWerth 

Ar" 

^  a  f  n  richtig  sey.  Dabey  ninmit  Herr  Morgan  für  A 
beständig  die  Fundamentalzahl  der  Moi-talitatstabelle,  wo  also 
a  ZZ:  o  und    ;i,  a    f  n  iz:  An  wird. 


Aus    der    angegebenen    Gleichung    erhält   man   ^  a    f   n 
nfi  nfa  x  n 


[•11  t  I  r"  t  2 


,.x  „n 


r 

wenn  man  a  ZZ  o  setzt,   wo  dann  A  die    Fundamentalzahl  der 

n 
Tabelle,  imgleichen  A —  die    Zahl    der   Lebenden  vom  Alter  n 

n  f  I  n  f  2 

etc.  ausdruckt,  so  hat  man  AnZlC f t    *    ♦ 

yU   •}•   I  j.n  •}-  2 
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X  n 

A A — 

T )   : ♦     Diese  Metliodo  also,  welche  Herr  Morgan 

r  ^  r" 

sonst  nirgend  gefunden  liat,  besteht  darin,  dafs  man,  um  die 
Leibrente  für    das  Altersjalir    n    zu    erhalten,   die  discontirten 

Zahlen  der  Lebenden  vom  Altersjahre  n  -|-  r  an  bis  zum  höch- 
sten Lebensziele  summirt  und  diese  Summe  mit  der  discontir- 
ten  Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  n  dividirt,  wobey  man  noch 
die  von  Morgan  verlangte  Arbeit,  diese  discontirten  Zahlen 
der  Lebenden  durch  die  Fundamentalzahl  in  der  Sterbliclikeits- 
tafel  zu  dividiren ,  sparen  kann, 

Anm.  2»  Es  giebt  noch  eine  andre  Formel  zur  Berech- 
nung der  Leibrenten,  welche  ich  der  Vollständigkeit  wegen 
hierher  setze*       Es  ist  nämlich  la  oder 

I  A^       A^        ^-4.  "^       A  —  AA 

,  A  — äA  —  AAS  A  —  AA  —  AAi  —  AAi  ,       , 

t f f.  .) 

r*  r^ 


=  -—CA/ --  AA/ —  AAV— 7- 

t  AAS  J- 4.  AA*/ f  .  .),  wo  die     Summen 

/  • — ,    f ,   / etc.    mit    au- 

fangen     und     sämtlich    bis fortgehen.       Anstatt  de«- 

sen   hat   man   auch   Jla  ZZ 
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wo    alle     Summen  mit anfangen   und    mit   dem  bezeich- 

r 

neten  Gliede  aufhören.  Nach  diesen  Formeln  liefse  sich 
auch  eine  Hülfstabelle  zur  Berechnung  der  Leibrenten  ein- 
richten 5  indefsen  wäre  diese  Tabelle  nicht  von  so  ausge- 
breitetem Nutzen  als  die  oben  gedachte  über  die  discon- 
tirten  Zahlen  der  Lebenden  ,  die  auch  bey  den  Verbin- 
dungsrenten   mit    mehrerem  Vortlieü    zu    gebrauchen  ist. 

Bislier  ist  angenommen,  dafs  die  Leibrente  am 
Ende  des  Jahrs,  und  zwar  an  diejenigenj  die  dann 
noch  leben,  bezahlt  werde.  Soll  sie  aber  auch  für 
diejenigen  bezahlt  werden,  die  zwar  am  Ende  des 
Jahrs  verstorben  sind,  aber  einen  gewifsen  Thei! 
desselben  noch  durchlebt  haben,  so  wird  der  Werth 
der  Rente  gröl'ser  ausfallen  müfsen. 

Wollte  man  nun,  um  eine  späterhin  mehrmals 
vorkommende  Gröfse  vorläufig  zu  bestimmen,  an- 
nehmen, dafs  für  jeden  Abgehenden,  am  Ende  des 
Jahrs,  worin  erstirbt,  noch  einmal  ein  voller  Ren« 
tenthaler  bezahlt  werden  sollte,  so  würden,  wenn  die 
Personen  anfänglich  vom  Alter  a  sind,  diese  Ren* 
tenthaler  auszuzahlen  seyii  am  Ende  des  ersten 
Jahrs  für  ^A  Personen,  am  Ende  des  zweiten  Jahrs 
für  AA-,  des  dritten  für  jA^  etc.,  so  wie  amEn- 

de  des  xten  Jahrs  für  ^A .     Wenn  die  Zahlung 

jedes  Jahrs  auf  den  Anfangstermin  discortirt  und 
über  alle  Interefsenten  vertheilt  wird,  so  ist   der  haa- 

l 
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re  Werth  für  jeden  Einzelnen  = f -f- 

A         r       ' 

Diese  Gröfse,  nämlich  der  gegenwärtige  Werth  ei- 
nes Thalers,  welcher  für  jede  Person  vom  anfängli- 
chen Alter  a  am  Ende  des  Jahrs ,  worin  sie  stirbt, 
bezahlt  wird,  soll  künftig  der  Kürze  wegen  mit  •O-a. 
bezeichnet  werden.  Es  izt  dies  der  Werth  des 
Sterbethal ers,  wenn  er  am  Ende  des  Jahrs  worin 
der  Todesfall    eintritt  bezahlt  werden  soll. 

Uebrigens  findet   man  den  Werth  der  gedachten 
Gröfse  auch  aus  der  Leibrente,     Es  ist  nämlich  nach 

A  J      r« 


§.  65.  Aa  r=  p  —  p   ^~-f—--  =  p  _  pr  ^a, 


Aa  I  A  a 


1   r  1   1-  1     •                     p—  Aa                I 
und  folglich  ist  ^a  =  -^^- = 


pr  r  pr 


§'  68. 

Wenn  die  Rente  für  diejenigen ,  welphe  im 
Laufe  jedes  Jahrs  abgehen ,  nur  auf  einen  gewifsen 
Theil  der  Zeit  beschränkt  ist,  und  angenommen  wird 
dafs  das  Absterben,  innerhalb  einesj  eden  Jahrs  für 
sich,  gleichmäfsig  geschehe,  so  läfst  sich  der  Werth 
dieser  Zahlung  nach  dem  Vorhergehenden  leicht  be- 
stimmen. Sollen  nämlich  nur  alle  diejenigen,  welche 
ein  halbes  Jahr  durchleben,  noch  eine  halbjährige  He- 
bung genielsen,  so  leben  in  der  Mitte  des  ersten  Jahrs 
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von  den  in  diesem  Jahre  abgehenden  Personen  noch 
f  ^A,  in  der  Mitte  des  zweiten  Jahrs  |  A  A-,  des  drit- 
ten f  ^A-,  etc.,  lind  da  jeder  nur  eine  halbjährliche 
Rente  bezieht ,  so  erhalten  sie  zusammen  nach  und 
nach  i  ^  A  4-  i  ^A?  +  \  aA.^  +  . .,  welches, 
auf  den  Anfangstermin  discontirt  und  über  alle  In- 

T         AA  AA^ 

terelsenten  vertheilt,  =:  — r   (- 4-  • 4- 

4  A  ^     r       ^       r=      ^ 

y/ A— 

1-  -I-  .  .)  =  f  ^a  ist. 

r*        '  ^ 

Sollten  auch  Vierteljahre  mitgerechnet  und  da- 
für die  Renten  an  die  in  jedem  Jahre  Abgehenden 
bezahlt  wei'den,  so  leben  am  Ende  d.es  ersten  Quar- 
tals im  ersten  Jahre  ^  des  Decrements ,  am  Ende 
des  zweiten  Quartals  |,  und  am  Ende  des  dritten. 
Quartals  |,  und  da  für  jeden  Abgehenden  jedesmal 
5  der  Rente  bezahlt  wird,  so  beträgt  dies  ^  (|  -j- 
a  -[-  ^)  A  A  z=  ^  aA  ;  eben  so  für  das  zweite  Jahr 
^  A  A-,  für  das^dritte  Jahr  f  AA^  etc.  Der  gegen- 
wärtige Werth  aller  dieser  Zahlungen,  über  alle  In- 

,    .,    .  3     ^  AA         AA^    , 

terelsenten  vertheilt,  ist— — r  ( T h  

gA         r       •       r^     ^     — 

^A-    , 

Sollten  überhaupt  die  Renten  für    die ,    welche 

im  Laufe  des  Jahrs  absterben,  auf  jedes  — ,  das  sie 

u 

noch  durchleben,  berechnet  und  mit  —     für     jeden 

n 

I  2 
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Zelttheil  jedoch   ^^ieder  am  Ende  des  Jahrs  bezahlt 
werden,  to   beträgt    dies    für   das    erste    Jahr 


—  ^iA  -4 -. ^A    4- 

n  n 

—  ^A  -f- . .  -f  — — .  -~    jA=z 


~-       —    ^A — .  -— — --  ^A;   eben  so    tur    das 

An*  an 

zweite  Jahr- •    jd A^    etc.       Wenn    Alles   auf 

2.  n 

den    Anfangstermin  discontirt  und  über  alle  Interes- 
senten   vertheilt  wird,    so  ist    der    haare  Werth  iz; 

■&a.      Setzt  man  aber  n  =  00 >  d.  h.  wird 


3  n 

die  Rente  für  jeden  kleinsten  Theil  der  Zeit  Bezahlt, 
so  wird  der  Werth  =:    |  -öa. 

Dies  ist  also  die  Gränze  für    das,    was    zu  dem 
Werthe  der   Leibrente,  so  wie  sie  vorher    bestimmt 

worden,    noch    zuzulegen    ist,    wie  klein  —   auch 

angenommen  werden  mag ,  und  der  vollständige 
"Werth  der  Leibrente,  die  am  Ende  des  Jahrs  so- 
wohl an  diejenigen  Interefsenten,  die  dann  noch  le- 
ben, als  für  diejenigen,  die  im  Laufe  des  Jahrs 
verstorben  sind,  jedoch  nur  bis  zum  Todestage,  be- 
zahlt werden  soll,  ist  nz  ;ia  -|-  §  ■ö^a.     Da  übrigens, 

I  A  a 

Wie  im  §.  67.  bemerkt,  -Q^a  m  —  — - ,  so   hat 

r  p  r 

man  den  Werth  dieser  Leibrente  "Z  ^a  4- ■ 

3  t 

^^  ^. — .'_-«_  üs:;;   (f   —  — - — )    Äa    '+» .    Sonst 

apr  api  ar 
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.    .             AS f IAA    , 
ist  auch    noch  ka.   -}-  5  i?a  —  = 4- 

Ar 

.   Asf  A»     ,  ,    A^-ZLifA^ 

.Ar*  1^  r  ^  ^.x  > 


I  (^   i  a  -  I  +  Aa). 


$.  69. 

Wenn  aber  die  Leibrente  nicht  auf  eimnal  am 
Ende  des  Jahrs,  sondern  in  Terminen  ivährend  des- 
selben, und  zwar  so,  dafs  die  Theile  der  Rente  den 
abgelaufenen  Theilen  des  Jahrs  proportional  sind, 
bezahlt  werden  soll,  so  müfsen  von  den  in  jedem 
Jahre  vorfallenden  Terminen  noch  die  Zinsen  bis 
zu  Ende  des   Jahrs  in   Rechnung    kommen. 

Soll  also  zuerst  die  Rente  halbjährlich  bezahlt 
werden ,  so  bekommen  diejenigen ,  welche  jedes- 
mal das  ganze  Jahr  durchleben,  jeder  einen  halben 
Rententhaler  in  der  Mitte  des  Jahrs  und  einen  hal- 
ben Thaler  am  Ende  defselben.  Der  baare  Wcrth 
des  letztern  auf  alle  Jahre  ist  für  jeden  Einzelnen  =:: 
j  Aa,  des  erstem  aber,  da  die  Zahlung  an  sich  eben 
so  grofs  ist,  durchgängig  aber  ein  halbes  Jahr  früher 
geschieht,  =  ~  rr    Aa,    also    beides     zusammen    tr:= 

1  (r=  -f  O  ;.a.     ^ 

Aufserdem  bekommen  noch  diejenigen,  welch« 
in  flen   vevschieden«n   Jahren    abgehen,  aber   in   der 
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Mitte  defselben  noch  leben ,  nämlich  succefsiv 
I  uäA,  f  ziA^,  f  yiA^  etc.,  in  diesem  Termin,  je- 
der in  seinem  Sterbejahre,  einen  halben  Renten- 
thaler.  Geschähe  diese  Zahlung  jedesmal  am  Ende 
des  Jahrs,  so  würde  ihr  Werth  auf  alle  Jahre  für 
jeden  Einzelnen  =rr  ^  ^a,  da  sie  zwar  an  sich  selbst 
eben  so  grofs   bleibt,    aber   ein    halbes   Jahr    früher 

fällig  wird,  so  ist    der  Werth  =  -^  ■ö-a. 

Beides    zusammengenommen    giebt    den  Werth 
der  halbjährlich  zahlbaren  Leibrente  = 

: —  .    Aa    4"  ■ — ■  'ö3. 

a  4 

Für     r    =    1)04     wird     dieser     Werth     =: 

2,oiq8o4  ,  ^  ,        , 

-— ^ —    Äa   +    Oj25495I    ^a   =    1,009802  Aa  + 

0,254951    (— ^- — V^  ==    1,000096  •  Aa  + 

i,o^  2  6 

Oj245I46j  sehr  nahe  =  Aa  -j-  ^.  Für  r  =  1,05 
erhält  man  auf  dieselbe  Weise  den  Werth  = 
I5OOOI49.  ^a  -f-  0,243977?  also  wieder  nahe  Aa-j-5. 
Sollen  die  Termine  der  Zahlung  vierteljährlich 
seyn,  so  bekommen 

diejenigen ,    welche    Jedesmal    das     ganze     Jahr 

durchleben,    am  Schlufse  jedes   Quartals   |  des  Ren- 

lenthalers.      Reducirt    man    diese    Termine  auf  den 

Anfang  des  Jahrs,  so  ist  der  Werth    derselben  über- 

1         »         i 
r*  f  r-  f  r^  t  I 

haupl  =  ■  ■■  ■     ■  ^a. 
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Ferner  sind  zu  zahlen  an  die  im  Laufe  jedes 
Jahrs  Abgehenden  drey  Termine,  nämlich  ;|  Tha- 
ler am  Ende  des  ersten  Quartals  an  diejenigen  drey 
Viertheile  des  Decrements,  die  dann  noch  leben,  f  am 
Ende  des  zweiten  Quartals  an  die  noch  lebende  Hälf- 
tö  des  Decrements ,  und  f  am  Ende  des  dritten 
Quartals  an  das  dann  noch  lebende  letzte  Viertheil. 
Werden  auch  diese  Zahlungen  auf  den  Anfang  des 
Jahrs    zurückgeführt,     so    betragen  sie  zusammen 

j  I  s 

1.5  r*  ^'^a   4-  f .  ^  r*  ^a  -f-  5  .  3  r-*  ^a  = 

3  rf  f  2  r=  f  r** 

^a. 

16 

Beide   Theile    zusammengenommen    geben     also 

den  Werth  der  vierteljährlich  zahlbaren  Leibrente  n 

«  S  X  3.  I  * 

r^fr^fr^f  I  3  r*  f  2r*   f  r 


4 


Aa  -j • —  ^a. 


4  '  16 

Für    r    ==:    104    erhält  man  diesen  Werth  = 

1,014877  ^a  4-  0,383688  -^a  r=  1,014877  'la  -{• 

I  Aa 

0,383688    ( )  =  1,000120    ^a  + 

1,04  36  ' 

0,36893 1>    oder   beinahe    =  Aa    -|-  |.      Für  r  = 

1,05  hat  man  den  obigen  Ausdruck  =  1,01 8559  Aa-^ 
0,385842  ^a 

=  1,018559  ^a  -f-  0,385842  ( — * — ■ —^ 

'^      1,05  31      -^ 

=  1,000186    Aa    +    0,36746s,    ebenfalls    ATiedcr 
nahe    ;,a  «f-  !• 
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§'  70. 

Soll   die    Leibrente   überhaupt   in  n  Terminen 

dos  Jahrs    jedesmal  mit  —    bezahlt    werden,    so    Ist 

n 

aus  den  vorhergehenden  Gründen  zu  berechnen ;  zu- 
erst dasjenige,  was  jedesmal  die  das  ganze  Jahr  hin- 
durch   lebenden    Interefsenten   erhalten.       Da    nun 

jede  terminliche    Zahlung  =:  der    jährlichen 

Rente  belräst,  auch  wenn    sie vor  Ablauf  des 


Jahrs  fällig  ist,  mit  r "  multiplicirt  werden  mufs  , 
$0  ist  der  gegenwärtige  "Werth  dieses  Theils  der  Reu- 
te   auf   alle    Jahre    für    jeden    Einzelnen    := 


(r    »       -fr 

"        +. 

.  +   I)  '^ 

1                          V    T 

n              1 

.  Aa. 

Ferner  ist  zu  berechnen,  was  diejenigen,  wel- 
che im  Laufe  aller  Jahre  abgehen,  im  Sterbejahre  er- 
halten.      Da    die    Anzahl  dieser    Interefsenten  nach 

Verlauf  von  —  des  Jahrs,  ~ des  jedesmaligen 

n  n 

Decrements,  nach  Verlauf  von  —    des    Jahrs,    r= 

n 

.__ des    Decrements,   überhaupt    nach    Ver- 
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lawf  von   —  des  Jahrs,  ~  — des  Decrement» 

n  n 

ist,  und    jede    Terminszalilung   durch    die    Multipli- 

n  —  m 


cation  mit  r  auf  dem  Anfang  des   Jahrs  redu- 

cirt  werden  mufs,  so  ist  der  Werth    dieser    Zahlun- 
gen aller  Jahre  für  jeden  Einzelnen  m 


1 


n       V»        n  *  n 

t 
i  ~  )  1        /n  —  r  n  — 3 


n  —  (n  —  i) 


*  11  —  1         y 


r  ^a. 


Hiervon  findet  man  nach  der  Formel  des  §.  38-, 

wenn  man  nämlich  in  pa  —  V^  f "  ai^statt     des 

t 
dortigen  a  hier  n,  anstatt   r  hier  r"     und  anstatt   p 

oder hier "  setzt .    den  Werth 

r  —  I  X 

II 
,  r    —  1 

I 

-  "  ^~ —  I — -/"rr:"""^  "^"^ 
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r 

(n 
— 17-  •  r —  ('-7))  '^*» 

»(r"    —  1)       n'  (r"  —  1)     r"   —  i 


n  (r"    —  i)  n^Cr''   —  i)^ 

Durch  Zusammenlegung  beider  Theile  erhält 
man  also  allgemein  den  Werth  der  in  n  Terminen 
zahlbaren  Leibrente 

r  —  t  /'  r  r"    Cr  —  ^    ^   ^ 

-  -7—  ^a+  C— T 77^ J  ^^• 

r 

Wenn  man  aber  n  =  00  setzt,  so  wird  r" 

r 

=  I,  und  n  (r"  —  I)  =  log.  nat.  r  C^.  ig);  folg- 
lieh  erhält  man  den  Werth  der  in  augenblicklichen 
Terminen    zahlbaren    Leibrente    r=: 

^-^     ;.a  +   r i '^^^-^  ^a, 

log,  nat.   r  \.  log.    n*t.  r  (log.  nat.  r)*y 

oder  auch,  wenn  man  wie  oben  n  anstatt 


log,  nat,  r 


und  p  anstatt ■  setzt,  =  — '  Aa  + 

^  r  —  I  '  p  * 


P 
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Da   ferner   '&a.  =  — ■  —  — —?    so    hat    man 
r  pr 

auch  — ■  ;ia  +  (  TT  r j    ^  a    =  - —  Aa  4" 

p  '    V  p  y  P 

^  p-'Vr  pr-'  p^r 

TT*  TT       /•    TT  V 

jt  — = l Aa4-pr— TT  J. 

pr  '  pr         P 

Für  r   =    1,04   ist    dieser    Ausdruck    = 

1,000128    Aa    +    25,496732    —    25,003205    = 

1,000128  Aa  —  0,493527?  beinahe  Aa  +    f.    Für 

r  =:  1,05  wird  der  gedachte  Werth   =r  1,000205 

Äa  4"  0,4919,  also  gleichfalls  beinahe  Aa  -|*  f» 

Anm.  Die  im  vorhergehenden  $♦  zuerst  angegebene  For- 
mel gilt  allgemein  für  jeden  Werth  von  n.  Pur  n  ZI  00  fände 
man  das  zuletzt  angeführte  Resultat  auch  durch  die  Integral- 
rechnung auf  folgende  Weise.  Wenn  die  Anzahl  der  augen- 
blicklichen TermineZIn  ist  und  der  augenblickliche  Ternuniz: 

der  Rente,  so  ist  der  Werth  defsen  was  im  ersten  Jah- 

n 

re  zu   zahlen  ist  für  jeden  Einzelnen  : 

r  2 

I    A— 7z/A     A—  ;r^A^ 


3 

-IT^A  A  I         I         I    ^ 
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1  t 


-4^     n    ^_i.^_|_^...5.   i»..i„„_ 

r  r  v 

00    uud  wird  die  vcrflofsene  Zeit  des  Jahrs  x  genannt,   so   ist 

ZI  dx,  und ( 4-   t     .    .)    wird    ZI 

n  A  n         I  a 


n  n 

r  r 


A    -  ax  ^^ 


/dx  .    *-*       ^    n  ,       n        , 


rn 


A A.  p    xdx 

iZZ — - —  /    — .    Nun  ist  nach  §.  42.,  wenn  nach  gesche- 

A  *'        rx 


A     ^    cl 


clx 


/"  LI  Jt 

A  TT      A  l_Ajr 

y^A    «xdx    A-A  TT     n~ 

Ferner  ist  eben  danach  — — r — /  ■ • ~~r~(n* ) 

A  *^     rx  A  ^         r       r 

AA7t=(r    —   i)  n     n"^        n:p     AA 

A  r  ""^     r  pr        pr        A 

n     ^  ^     AA 

""■ (tc  —  p)  — ,    Folglich  wird  der  Werth  der  Zah- 

pr  A 

n     A  n      ^  ^  AA 

pr     A         pi 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  den  Werth  für  das  zweite  Jahr 

— - — »{rr  —  p)    ^  etc.      Dies     giebt  also 

pr    Ar        pr  Ar 

^     .A  A^      , 

flu-  alle  Jahre  den  '\S  erth  i^üT O—r-  -4-  -~i-~   '+"••) 

pr       A    ^      Ar 


3t  -fX  ,.  u^" 

lung  des    ersten    Jahrs  ZU  —  — —  —~~  '  KJ^  ~~*  PJ    ~T~- 

pr  A 
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=  ^C.  +  U)— i-    U  -   p)  *a  —  ^    + 

JL  ,,  _  JL  („  _  p)  c-^  _  -1^)=^  *a  + 

pr  p  1^  P^  V^ 

n  TT*     .      IT    71=  .  "^*   r-  j 

. __   —   4-    —  m  /a  -f-  7t  —   L  indem 

pr  pr  ~    r  p^  r  pr 


TT  (r    —    i)     n        ,       ^     t 

n  —  ■ —  ,    also  —  -J-. 


n 

pr  ""  r  r  pr 


t\ 


v 


§.   71. 

Will    man    die    Zwisclienzinsen    für    die  Rente 
in  jedem  Jahre  nach  dem  arithmetischen  Verhältnis- 

fe    berechnen ,    nämlich    für    —    des     Jahrs      mit 


- —  (r  —  I),  so  mufs  der  Werth    der  Leibrente  et- 
n 

was  gröfser  ausfallen  als  er  im  vorhergehenden  §, 
angegeben  v/orden.  Wird  dabey  angenommen,  dafs 
die  Rente  in  n  Terminen  fällig  werde,  so  ist  die 
Rechnung  folgendermaafsen  zu  führen. 

Von  den  Renten,  welche  an  diejenigen  Interes- 
senten bezahlt  werden,  die  jedesmal  das  ganze  Jahr 
hindurch  leben,    ist  der    letzte    Termin    aller    Jahre 

für    den  Einzelneu  :^:^  — la..  Der  vorletzte  Termin^ 
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der    —  des  Jahrs  früher  bezahlt  wlrdjistjauf  denAnfangs- 

n 
terminreducirt,  wenn  man  der  Kürze  wegen  u  anstatt 

r— I  setzt,  — —  Cl  "1"  — )  Aa,  dernächstvorher^e- 
n  n 

h ende  Termin  H- (I     -4-    — -)  Aa  etc.  der  erste 

n  n 

Termin  aller  Jahre=: —    (l     +    ■ u)  Aa.  Also 

n  n 

wird  der  gesammte  "Werth  dieses  Theils  der  Rente  IZZ 

+  (I  +  -^^^)]  ^'^=~  [«+  -f(i-h2  +  .. 


+  „  _  I)  ]  Aa  =  (I  4-  — L-  u)    ;.a. 

2  n 

Ferner  ist  die  Anzahl  der  im  Laufe  jedes  lahrs 
Abgehenden,  welche  den  ganzen  Termin  durchlebt 
haben,  im  letzten  Termin  :=!  0>  im  vorletzten  Ter- 
min ^^^^  —  des  Decrements,  im  nächstvorherge- 
henden Termin   IZZ  • — •  des  Decrements  etc.,  im  er- 

n 

sten    Termin    iedes    lahrs  m: des  Decrements, 

n 

und  jeder  dieserinterefsenten  bekömmt  in  jedemTermin 

—  der  lahrrente.      Der  letzte  zahlbare  Termin,   der 

n 

—  vor    Ablauf    des    lahrs    bezahlt    wird,    ist    m 
n 

(I    +     —  )  ^a;  der   vorletzte   Termin    wird 


2        ,        .       au 


^^  -T     (14'    — )  ^a  etc.;    der  erste   Termin   al- 
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1er  Jalire  =: ^    (l    -}*    ")    '^^*       -^^^^ 


Termine  zusammengenommen    betragen    also 

[ .:.  (I  +  -:^)  +  -^  (I  +  -„-^  +  •  • 

+  =-^    (I    +    ^-")]  ^^  =  ^  (1+2+.. 


4-  n  —  I)    ^a   -f  —  (I  -(-2*  +  .."{-n  — I2)u^a 


■ZU  ■ 'S-  a   4-    ■ — u   •i^a. 

an  2.  0,   n* 

Folglicli  ist  der  gesammte  Werth    dieser  Rente 

=  (I  4 u)  Aa  +  ( + 

2  n  an 


n  —  r.an  —   i 

' ;; r u)  &3i, 

2  ♦   J  ♦  n*  '' 

Setzt  man  aber  n  r=  qq  und  restltuirt  r  —  I 
für  u,  so  erhält  man  hienacli  den  Werth  der  in  au- 
genblicklichen   Terminen    zahlbaren    Leibrente    HZ 

(I    +^)^a+(f  +L=li-)^a=a+'-=^;Aat 

+  -:-+^. 

'      o    '    Öl- 
Für   r   "ZZ    1,04.    wird    dieser   Ausdruck    ZZ 
Ij000256  Aa-j-  0>493589  5  für  r  :=  i,05  aber  wird 
der    Werth    =    1,00039(5  Aa  -|-  Oj492062j  wieder 
in  beiden  Fällen  nahe  Xa.  -j-  f. 

Anm,  r»   Tetens  gicbt  in  seiner  Berechnung  der  Leibren- 
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ten   etc.     den    Werth    der    hier  bestimmten    Leibrente  an  "; 
23  4.  1.  ^a'dies  ist  aber  nicht  richtig*       Teteus   setzt 

nämlich    die     Summe    der    Quadrate    von    i    bis    n    —    i    ZU 


n  —  r.n.nfi     .,  n  —  i.n.^n  —  i 

-j  Sie  ist  aber       - 


a  .  o  2.3 

Wenn  man  diesenFehler  berichtigt,  so  erhält  man  ausTetensBerech- 

r  ~~~   1 
nung  den  Werth  der  Leibrente  ^  Aa  f -O^a.         Da 

-  -  ,1  T  I 

^  a    oder    ^  a    HT" A  3  > 


6  6p  6pr  6p^r 

so  hat  man  hieraus  den   oben  angelührten  Werth. 

Anm.  2.  Nach  den  vorhergehenden  beiden  §.  §,  kann  man 
also  den  Werth  der  Leibrente,  wenn  sie  halbjährlich  bezahlt 
werden  soll,  zu  },a.  f  i,  wenn  sie  vieiteljälu-lich  bezahlt  wer- 
den soll,  zu  ),a  ■f  I,  und  wenn  sie  in  noeh  kleinern  Terminen 
fällig  ist,   zu  Aii  t  i  unbedenklich  annehmeiif 

Bey  einigen  Leibrenten-  Instituten  ist  es  ge- 
bräuchlich, dafs  die  Renten  zwar  bis  zum  Todestage 
der  Interefsenten ,  aber  erst  in  den  gewöhnlichen 
Terminen,  ausbezahlt    werden. 

Sind  diese  Termine  halbjährlich,  so  ist: 

1)  der  repartirte  Werth  defsen,  was  die  jedes- 
mal das  ganze  Jahr  durchlebenden  Personen  erhalten, 

t_ 
wie  vorher  =  f  (r^^  -f-  l)  Aa. 

2)  die  Abgehenden  leben  im  Anfange  des  Jahrs 
noch  alle,  in  der  Mitte  des  Jahrs  zur  Hälfte;  im 
Durchsnitt  also  leben  davon  im    ersten    Halbjahre  | 
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wovon  Jeder  in  diesem  Termin  die  Rente  f  bekömmt. 
Im  letzten  Halbjahre  lebt  anfänglich  f  des  Decre- 
ments,  am  Ende  Keiner;  im  Durchschnitt  lebt  also 
im  2ten  Halbjahre  5,  wovon  Jeder  ebenfalls  die  hal- 
be Rente  in  diesem  Termin  erhält.  Folplich  ist  der 
repartirte  gegenwärtige    Werth  deisen,  was  die  im 

Laufe  jedes  Jahrs  Abgehenden  erhalten,  ;z:  f  (|  r^-^ 
D^a. 

Beides  zusammen    giebt    den  Werth  der  Leib- 
rente =§(r^  4-  I)  Aa-f  i  (I   r  2  4-    I)   ^a,   und 

X  A  a 

wenn  man •  anstatt  -ö^a  setzt,  so  er- 

r  pr 

hält    man    den    Werth    dieser    Leibrente    rr: 


t 


4-  Sr-f-Sr^»  +1      j^^^       Sr'^  +   I 


8  r  8  r 

Für  =  1,04  ^vird  dieses  =    0,990386  ^a  -{• 
0,487909- 

Eey  vierteljährlichen  Terminen  würde   aus  den 

nämlichen  Gründen  diese  Leibrente  r=r  5  (r*  -f* 

ri^-  r^  -p  I).  ^a  -|-  /^  (7r^  +5r^4-3r^+I)^a, 
welches  für  den  Zinsfufs  von  4  Procent  Oj96524I 
Aa  4-  Oj4909II  giebt. 


§.  73. 

Noch    ist    die    Bestimmung    denkbar,  die  auch 
tey  der  Kopeuhagener  Versorgungsanstalt    wirklich 

K 
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angenommen  ist,  dafs  alle  diejenigen  Interefsenten , 
welche  im  Anfange  jedes  halben  Jahrs  leben ,  die 
Rente-  für  das  volle  Semester ,  aber  erst  am  Ende 
defselbenj  als  dem  gewöhnlichen  Zahlungs-Termin, 
erhalten.  Dann  ist  der  repartirte  gegenwärtige 
"Werth  defsen ,  was  die  das  ganze  Jahr  hindurch 
lebenden    Interefsenten    erhalten ,     wie    vorher,    rrr 

^  (r*  -|-  I)  Aa.  Der  repartirte  baare  Werth  des- 
sen,  was  die    im  Laufe  jedes  Jahrs    Abgehenden  er- 

halten,  wird  aber  =:  |(r-  -\-  f)   ^-^a  =  ^  (2r=    + 
1)  'd-di.     Folglich  wird  der  vollständige    Werth    die- 

r  I 

ser  .Leibrente  =  f  (r^  -\-  l)  Aa  +  I    (2  r^+O^^ 

i.  X 


4  r  *  '^  r 


^.    74. 

Den  Werth  der  Leibrente  nach  der  Hypothß" 
se  des  gleichmäfsigen  Absterhens  findet  man  am  be- 

I      A  A— 

Quemsten    aus  der  Formel  Aa  =  p  Cl  —  —  C- }• 

A-'    r° 

Wenn  man  nämlich    A    =    c;,    d.  h.  der  Alterser- 
gänzung für  das  Alter  a  gleich  setzt,  so    ist 

/ =  I  -\ U h  . .  r= 

J     r«  ^  ^    r     ^    r*     ^  j.a  —  i 

r  (-i-  4-  _L  ^  _L.  4,  ..   )  =  V  f-—i 
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folglich  wird  pCl  -  _L./_^:^)=pCi--/^— ), 
a  A  Ar"  «-'    V« 

p''  r  p2  r  .     ^     I 

oder  auch  =  p  ■>— 4- • ,    wed  / ■ 

.  «  «  r«  »^ .    r« 

=:p  (I —-).        '  :  , 


Sollten  für  diejenigen,  die  im  Laufe  jedes  Jahrs» 
abgehen,  ebenfalls  bis  zum  Todestage,  folglich  im 
Durchschnitt  bis  zur  Mitte  des  Jahrs,  die  Renten^ 
Und  zwar  am  Ende  des  Jahrs,  bezahlt  werden,  so 
erhielte  man  den  Werth  davon  nach  dem  im  $.  6? 
angegebenen  allgemeinen  Ausdruck  3: 

I        ^    AAS  _  _ 

s  ^a  m  1 —  /  - — r-.     Wenn  nun  wieder  A  —  ce 

-  1   AyJ       r<* 

gesetzt  wird,  so  ist,  da  dann  jedes  Decrement  m  I  wii'd* 
I        ^    AAS  __       I  I  I 

•)  -zz r --.      Wenn  dies   zu   dei* 

r«  —  I  i  a    ^     r« 

vorhin  angegebenen   Grofse  hinzugesetzt  wird,  so  ist 

der  vollständige  Werth    einer   solchen  Leibrente  ^^' 


P 


r        ^    I        .        I      ^      I 


P  — 


2P»-'  r  ^   —   r.     iAjl  r   *   s 


0.  u       ^     x^  -  "  r** 

Ex.  Wäre  also  die  Altersersergänzung  oder  tt 
ZI  29 j  und  suchte  man  die  Leibrente  auf  ganz,« 
Jahre ,     so    hätte  man,    zu    4    Procent    gerechnet  j 
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p  —  — ^ f =  25 15,98371   = 

25  —   I5j2267  ^^  9?7733>  welche    Leibrente    nach 

Süfsmilchs  Sterbensordijuiig  dem  Alter  von  SS  Jahren 

zugehört.        Den    vollständigen  Werth    dieser  Rente 

,  ..  .  r  f  I        «       1       ^  

hatte  man  -_    p  (I    — /  ;  — 

25  (i  —  _^1^,  16,98370=^25  (I  —  0,597359) 
^  I0?06ö0. 


§.  75. 

Sollen   die    Renten  nach   der  H^^othese  in  au^ 
genhllckliclien   Terminen    bezahlt    werden,  so  ist   die 

__     -      (ß  —  X)    dx  _        dx         I        xdx 

Leibrente —    / —  / / . 

»/  a  rx  J    rx.         cc^     r^ 

d  X  n  I      ^xdx 

Nun  ist   /-  —  ~  TT  —  -7-  C42),und  — -y---  — 

TT  «    d    X  X 

(  / —  )  [ebenda s.].      Folglich  wird 

C«  —  X)     dX         ^ TT        ^_4^         , 

•/  a  rx  rx  f)f  J    rx,        ' 

jtx 

""  — «  und  wenn  x  Zir  «  gesetzts  wird,  so  ist  der  ge- 
«  rx  '  o  ^  o 

TT       ^    dx  ^     dx 

suchte  Werth  zm  n  —  ■ / ,    ("wo    / 

die  Zeitrente  in    augenblicklichen  Terminen  auf  die 
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/-  C«  —  x)  ^  ^   _ 

Zeit  X  ist)  oder  auch    / — 

•^         «  r^ 

Tri      ^    I        -rra  n^ 

P«  ^     r«  a  a  r« 

Anm.  Wenn  man  nach  diesei-  Hypothese  die  Leibrenten 
Berechnen  will,  so  kömmt  es  darauf  an,  was  als  höchstes  Le- 
bensziel oder  Allersergänzung  anzusehen  sey.  Nimmt  man 
ein  lür  allemal  ein  unveränderliches  Lebensziel  an,  wie  de 
Moivre ,  so  weichen  diese  Leibrenten  von  den  Leibrenten  der 
empirischen  Sterbensordnungen  beträchtlich  ab.  Will  man  die 
Leibrenten  der  Hypothese  mit  denen  einer  erfahru  gsmafsigen 
Sterbensordnung  einigermafsen  in  Uebereinstimmung  bringen, 
so  mufs  man,  da  nach  der  Hypothese  die  Altersergänzung 
gleich  ist  der  doppelten  mittleren  Lebensdauer  (§.  6i),  für  ;e- 
des  Alter  die  aus  der  zum  Grunde  zu  legenden  Mortalitätstabel- 
le zu  nehmende  mittlere  Lebensdauer,  mit  7.  multiplicirt,  als  h\~ 
tersergänzung  ansehen,  und  danach  die  hypothetische  Leibren- 
te berechnen.  Wo  künftig  diese  hypothetischen  Leibrenten 
als  Hülfsmittel  für  die  Auffindung  der  KäherungswerLhe  werden 
empfohlen  werden,  da  wird  dabey  immer,  wenn  nicht  ausdrück- 
lich das  Gegentheil  bemerkt  wird,  vorausgesetzt,  dafs  die  Al- 
tersergänzung gleich  der  doppelten  Lebensdauer  für  das  gegebene 
Alteru-nd  nach  derTabelJe,  worauf  die  Pteclinung  angewandt  wer- 
den soll,  genommen  werde.  Wie  übrigens  die  -wahren  Werthe  der 
Süfsmilchbclien  ,  Wargentinschen  und  Florencourtschen  Mor- 
talitätstabelle zu  den  Leibrenten  nach  der  Hypothese  sich  ver 
halten,  zeigt  die  folgende  Tabelle,  worin  die  Leibrenten  für 
die  vorne  angegebene  mittlere  Lebensdauer,  zu  4  Procent  be- 
rechnet, sowohl  nach  der  Hypothese  als  nach  den  drey  benann 
ten  Sterbensorduungen   angeführt  sind. 
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Leibrenten 
für    die  gegebene  Lebensdauer. 


Jicbeus- 

n.  d.  Hypo- 

u. Süfsmilcli. 

n,  Wargen- 

11,  Deparcl- 

daiier. 

these. 

tin. 

eiix. 

47i- 

18.3327 

nnmögl. 

unmögl. 

19,022 

45 

17,9895 

-  -  - 

18,886 

18,782 

42 1 

17,6259 

18,264 

18,511 

1,8339 

40 

17,2275 

17,764 

18,025 

17,901 

0/2 

16,7908 

17,379 

17,495 

17,471 

35 

16,3106 

16,784 

16,937 

16,978 

32| 

15,7813 

16,175 

16,332 

16,484 

30 

15,1965 

15,486 

15,682 

15,860 

27i 

14,5487 

14,766 

14,986 

15,087 

25 

13,8293 

13,963 

14,150 

14,317 

225 

13,0284 

13,106 

13,269 

13,404 

20 

12,1347 

12,127 

12,316 

12,390 

J7| 

11,1349 

11,053 

11,222 

11,268 

15 

10,0136 

9,891 

10,038 

10,056 

121 

8,7530 

8,587 

8,700 

8,745 

10 

7,3326 

7,125 

7,245 

7,283 

n 

5,7281 

5,548 

5,597 

5,639 

5 

3,9118 

3,818 

3,830 

3,831 

2i 

1,8505 

1,851 

I;84I 

1,827 

§,  76« 

Will  man  aus  der  Ijpibrente  für  das  Alter  a  die 
Jjeibrente  Jür  das  wn  ein  Jahr  höhere  oder  nie- 
drigere   Alter   bestimmen,  so  kann  dies  auf  folgen- 

I 


de  Weise  geschehen.     Es  ist  P>a  =: 


A 


AI 


A. 


C—  + 
r 

A^ 


+  71  +  •  •  und  ;.a  +  I   —    -p  CV  + 
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A'-    ,    A4  Ai ,  — ■ I      A=     , 

—  -] -+..  lolshch -r — Aa  4-  1=-—-   r —    + 

AI    ,    At^    ,  ,    A*     ,      A^        — 5 

—  4-  — -  +  . .  und  — — -  -4 ; — •    A  a  +  1 

rj  ~    r-*     '  Ar      '     Ar  ' 

I       A^         A^         AI 

— ( h- U  — ■  -{-  .  0  =  ^a.     Also  wird 

■^  A        r     ~    r=    ^    r*    ~      ^ 

AI 

a7 


(I   -f-  A  a  -|-  1)  =  ^''*>  ^^^^  A  a  -f-  I 


A 
=z  -T—  r  ;.a  —  I. 

Ai  ♦ 

Sucht  man  aus  der  Leibrente  für  das  Alter 
a  -f-  I  die  Leibrente  für  das  um  ein  Jahr  niedrigere 
Alter    a,    so    hat    man,  wie  eben  angeführt,    Aa  = 

A-        I  t  ^  a  t  I         „r-i,  1  I  1 

. . ! ! .     Will  man  b  anstatt  a  -j-  I,  al- 

J\.  r 

so  b  —  I  =  a,  ferner  B  =:    A-  und  B~-    anstatt  A 

setzen,  so  erhalt  man  X   b  —    r   =    — * 

B  ^        r 

Wäre  z.  B.  nach  der  Süfsmilchschen  Sterbens- 
ordnung und  dem  Zinsfnfse  von  4  Procent  für  das 
Alter  von  51  Jahren  die  Leibrente  =  1055752  ge- 
geben, so  wäre  für  b  —   I  :=  50?   da  nun  B' -  = 

IT,  .  201  11,5752       

300  und  B  =:  291  ist,    l.  50  =  —'— ': 

5  o  o  1 ,  u  -1 

IOj796Ij   wie  auch  in  den  Tabellen    angegeben    ist. 


§.   77. 

Auf    eine    ähnliche     Weise    kaiiu    man   aus  d  er 
Leibrente  iür  das  Alter  a  die  Leibrente  für  das  AI- 
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ter   a   -^   n    finden.       Es  ist  nämlich    A  a  -["  "  -— 
n  f  i  n  t  S  X 

1       ^A A A— 

- — -  C 4- JL  ..  j -) 

A— 

n 

A—       

«nd 


n  f  '  n  -f-  a  x 


n  n 

A*  A^       ,  .     A—    ,      A—      — 

A  r    ^^    Ar»      *  *    Am      'Am  ' 

Äa.     Bezeichnet  man  also  die  ersten  n  Glieder    von 

n 
A^  As.  A— 

Uy   d.  i.     —- U  -~ — -  a-  . ,  4- ,   mit   Q  , 

Ar     ^    Ar     ~       ~  Am  ^' 

n 

A 
Am 
A  m 


so  ist  -- —    A  a  4-  n  2=  ^a  —  Qj  und  K  a  -\~  h  zzz 


Q.a.  —  Q).     Da    Q  indefsen  n  Glieder    hat, 

A— 

so  kann  es  nur  in  dem  Falle  vortheilhaft    seyn  von 

dieser  Formel  Gebrauch  zu  machen,  wenn  das  Stück 

Q  weniger  Glieder    hat,  als  die  Altersergänzung  von 


a  4*  "  Einheiten,  da    sonst    Aa    4"  '^    leichter    un- 
mittelbar   zu    bereehneu    wäre.       Umgekehrt    kann 


man    auch   aus    A  a   4"    "  ^i^  Leibrente   Aa  finden. 
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n 
A*  A-  A — 

Es  ist  nämlich  Aa  = 1-  — - — }-  •  •  4" 

A  r      *    A  r»      '  Ar" 

n  f  1  X  r  3 

Ar    '  Ar 


A— 


JL. JL. A  a  -j-  iij  oder,  wenn  man   die    er- 

Ar  Ar 

8ten  n  Glieder    von   Äa    mit  Q  bezeichnet,  so  ist  Äa 


n 

A— 


=  Q  +  — 7     ^  a  +  n, 

Ar 


§.  78. 

Ist  der  Werth  der  Leibrente  nach  einem  be- 
stimmten Zinsfufse  bekannt,  so  läfst  sich  zwar  un- 
mittelbar daraus  der  Werth  derselben  ?iach  einem 
andern  Zinsfufse  nicht  mit  Genauigkeit  angeben. 
Indefsen  giebt  es  doch  Mittel,  diesen  Werth  durch 
eine  ziemlich  einfache  Rechnung  ohngefähr  zu  be- 
stimmen. ' 

Man  kann  n'ämllch  erstlich  annehmen,  dafs, 
wenn  die  nämliche  Sterbensordnung  zum  Grunde 
gelegt  wird,  die  Leibrenten  nach  zwey  verschiede- 
nen Zinsfüfsen  sich  beinahe  verhalten  wie  die  Zeit- 
renten auf  die  mittlere  Lebensdauer  nach  diesen 
zwey  verschiedenen  Zinsfüfsen,  und  wenn  die  Wer- 
the  der  Zeitrenten  bekannt  sind,  so  kann  man  nach 
der  Regel  de  Tri  den  Werth  der  .verlaugten  Leib- 
renten suchen.     Es  sey  z.  B,  die  Leibrente  für  das 
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Alter  von  491  Jahren  nach  Süfsmilchs  Tabelle  wnd 
dem  Zinsfufse  von  4  Procent  mit  11,0478  gesehen; 
man  sucht  den  Werth  derselben  Leibrente  nach 
dem  Zinsfufse  von  5  Procent,  Hier  ist  die  mittlere 
Lebensdauer  nach  Süfsmilchs  Sterbensordnung  für 
das  Alter  von  49  Jahren  =  I7j49j  sehr  nahe  =: 
I7>50>  lind  es  verhalten  sich  die  Werthe  der  Zeit- 
rente I  auf  17,50  Jahre  nach  den  zwey  verschiede- 
nen Zinsfüfsen  wie  I2j4I492  i  IIj48434'  Man 
setzt  also  an  :  12,41492:11,48434  =  11,0478  :x, 
nnd  fiijdet  x  ~  10,2197.  Der  wahre  Werth  ist 
10,0928,  also  der    Unterschied  n:  0,1269. 

2)  Noch  näher  kömmt  man  dem  wahren  Werthe, 
wenn  man  annimmt,  dafs  die  Leibrenten  der  Mor- 
talitätstabellen nach  den  beiden  Zinsfüfsen  sich  zu 
einander  verhalten,  wie  die  nach  den  nämlichen 
Zinsfüfsen  berechneten  Leibrenten  der  Hypothese 
des  gleichmäfsigen  Absterbens  auf  die  doppelte  mit- 
lere Lebensdauer.  Will  man  z.  B.  wieder,  wenn 
die  Leibrente  zu  4  Procent  für  das  Alter  von  49 
Jahren  gegeben  ist,  diese  Leibrente  nach  dem  Zins- 
fusfe  von  5  Procent  haben,  so  suche  man  die  Wer- 
the der  Leidrenten  für  das  nämliche  Alter  nach 
beiden  Zinsfüfsen  zufolge  der  Hypothese.  Man  fin- 
det diese  Leibrente  zu  4  Procent  ZI  11,1308,  ""d 
zu  5  Procent  zz  10,1720,  folglich  hat  man 
11,1308:  10,1720  =1 1,0478  :x>u"d  x  =  10,0961. 
Da  der  wahre  Werth  =:  10.0928  ist,  so  ist  der 
Unterschied  nur    n:  0,0033. 
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Viertes     Kapitel» 

Von 

Veränderlichen    Leibrenten, 


§.  79- 
Soll  eine  Leibrente    im  ersten   Jahre  mit   I  be- 
zahlt werden  und  in  den  folgenden  Jahren   nach  ei- 
ner  geometrischen  Progrefsion,   deren   Exponent  ZT s 
ist,  fortgehen,  so  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth  oder  V  — 

X        X  I 

I       Ai        A^  s        AI  s*     .  ,    A—  s  - 

,_—  ( j L.  , — ^ h  •  •   4 ^' 

Ji_     ^  T  Y~  r*  rs: 

auch   V  ^^  ,     '     / 

1       A^  s         A5.  s2         AI  s'  A—  s 

a1  ^"V~  +  ~^  +  "7^  +  •  •  +  ——■^ 

und  wenn  man  q  zzz setzt,    V  ZU 


1       AI        A^  A—       ^    .       , 

- —  C —  4-  —  -h  .  .  -4- }.     ^^  ist  aber 

A  s   ^q      «^    q*     '         ^       qx  ^ 

X 

I       Ai        A-^     .  .     A— 


C—  4-  —  +  .  »   +  )    die    Leibrente  für 

4  q~  4^ 


das  Alter  a  nach  dem  Zinsfufse  q  —  I ,  folglich 
erhält  man  den  Werth  der  gesuchten  Leibrente, 
wenn  man  die  Leibrente  für  a  nach  dem    Zinsfufse 

q  —  I  oder I   mit  dem  Exponenten  s  dividirtg 
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Wäre  r  —  s,  folfflich  —   —    i ,    so    würde     der 
°  s 

Wertli    dieser    Leibrente    ^=3    — CA-  +  Al  +  . , 

A  r 

I 
-f-  A     _);    dies    ist  aber    die    mittlere    Lebensdauer, 

ohne  Corection  (§.  57.),  mit  r  dividirt.  Wenn  al- 
so eine  Leibrente  nach  demselben  Verhältnifse  steigt 
wie  ein  Kapital  mit  seinen  Zinsen  anwächst,  so  ist 
diese  Leibrente  gleich  der  mittleren  Lebensdauer, 
mit  dem  Exponenten  der   Kapitalzunahme    dividirt. 


§.  80. 

Nach  der  Hypothese  vom  gleichmäfsigeu  Ab- 
sterben wäre,  wenn  «  die  Altersergänzung  und  s  den 
Exponenten  der  Progrefsion  bezeichnet,  der  Werth 
der    im    vorigen    §.     angegebenen     Leibrente    oder 

a —  I     I       ,« —  2      s  a —  l    s^ 

V=: 1 •   +   .  • 

«        r       '         «        r^      '         K       r» 


IS«—*  r 

-}-  * >  oder,  wenn    _ —q  gesetzt  wird 

«         r«  —  1  s 


I       et  —  I          «  —  2  cc  —  3. 

«s     ^      q  T^       q^-       ^       q»        ^ 

«  —  (a  —  l)  ^  .  ,  .    -  .       ^  ^r     

~ ) .  Mso    wird    nach     §.    38«    v     — 

q« —  I 

L=z    («   -  q  /  •^— )== 

«  .  s  .  q  —  I  q" 
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I  ,  Q     ^  I  , 

■■  ■  (  I     —    — i-  r ),    oder,    wenn    man  r 

S  .  q  —  I  «  *^   q« 

I  r  I 

restituirt ,     V    ^=^ (  i    —    f )  , 

r  —  s  s  .  «J    ,  r  ^  a 

s 

wenn    nämlich    r    >•   s,    und    : 

J         f  Y       „    V    a 

C —    rir~J  ~~  ^)?  wenn  r  <;  s. 

s  —  r      s . aJ      3 

Wäre  r  zzz.    s,    so  wäre  der  Werth  der  obigen 
Formel   §,    indem    f- —   zi::  a   und   folglich 

I   —  - — •  f —  =^   1  —  1  ist.     Indefsen  hat  man  dann 

« —  I     I        ,     « — 3     I       ,     « — 5      I        , 
u         r       *        «        r       '         a         r       ' 


I        I         a  .  a  —  I     cc  —  I 

^^      « r  « .  r  2  2   r 

wieder  gleich  der  mittleren  Lebensdauer,  ohne  Cor- 
rection ,  dividirt  mit  dem  Exponenten  der  Ka- 
pitalzunahme,    ■-'  .■  . 

§'  81. 

Sollte  die  Leibrente  im  ersten  Jahre  mit  j,  im 
Zweiten  mit  2  ?  im  dritten  mit  3 ,  etc.  bezahlt  wer- 
den, also  nach  der  Ordnung  der  natürlichen  Tmahlen, 
wachsen,  welche  Leibrente  für  das  Alter  a  mit  La 
bezeichnet  werden  soll,  so  wäre  ; 

■X. 

La---  ( L 4-  J- +  . .  -f ) 

A       r      "^      r*      ~      r*  r^     ^ 
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Da  nun    auch  La  = 
f  A^  A?  AI  A^   1 

I  ,     -^^      ,      Ai  A5    1 

I  .AI  A?? 

I  +  TT    +••+    TT  I 

l  ^       +..  J 

I       A^         A^     ,  

und  -7-  C-—  4-  -^    +    -0    —   ^-a?    ferne! 


A*         AI 


~XI  ^  V  +  7^  "^  •  '^  ~  ^'  "^  +  ^  '    ^^'"^ 

1        A2  A»  _    Ai      , 

— — -  C — ■  4-  — r  ~f"  •  0  —    —  >'•'<■  +  I)  im  gleichen 
A        r*     '      r*    '        ^  Ar  '    ^  ^ 

1        AI  A4 


^  ^T"  +  7I+-0—  ^a+2,  und 


AI  A^  A-2 


'Ä~  ^7^  +  "^  +  "^  ~  Ä^^-^  +  ^'  ^*'"'°  ^"^ 


A^     Ai 


hält  man  La  —  /.a  -I — : —  A,  a  +  I  H ^.a4-2+. 

^  Ar         *^        '   Ar^      '  ^ 


X 

A- 


"4- ^a  +  X,    wonach     La  aus  den  unveräu- 

Arx  • 

derlichen  Leibrenten  zusammengesetzt  werden  kann. 


§.    82. 
Vermittelst    der    angeführten  Formel  lafseu  sich 
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die  nach  der  Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  stei- 
genden Leibrenten  ziemlich  leicht  beiechnen.  Man 
sumniirt  nämlich  m  der  oben  §.  65«  beschriebenen 
Hülfstabelle  zu  Berechnung  der  unveränderlichen 
Leibrenten ,  die  Summen  der  discontirten  Zahlen 
der»  Lebenden  noch  emmal  von  unten  und  setzt  die 
jedesmalige  Summe  von  n  Gliedern  von  unten  ne- 
ben das  nte  Glied.  Um  demnächst  die  steigende 
Leibrente  für  das  Alter  a  zu  finden,  dividirt  man 
nur  die,  in  der  auf  diese  Weise  berechneten  Colum- 


ne  der  zweiten  Summen ,  neben  dem  Alter  a  -j-  I 
stehende  Summe  mit  der  bey  dem  Alter  a  stehen- 
den discontirten  Zahl  der  Lebenden,  wo  dann  der 
Quotient  die  gesuchte  Leibrente  giebt.  Nach  der 
Einrichtung  der  Tabelle    ist    nämlich     die  bey  dem 

Alter  a  4~  I    stehende    zweite    Summme 


Ferner  ist  die  bey   dem    Alter  a  stehende    dis- 

A 

contirte   Zahl  der  Lebenden  zz: .      Wenn    also 

die  gedachte  Summe  durch  diese  letzte  Zahl  dividirt 
wird,  so  erhält  man  den  Quotienten  HZ 


I60  Zweiter   Abschnitt. 

I       A^         A2  Ai  I       A2 

A^  1       A— 

—  +  •  0  +  -^  (—  +  .  0  +  .  .  =  La,  nach 

dem  dafür    im  vorhergehenden  §.  angegebenen  Aus- 
druck. 

Anm.  In  Morgans  Principles  ctc,  findet  man  Seite  269 
eine  Tafel  der  steigenden  Leibrenten  vom  Jahre  1  an  bis  zum 
Jahre  go ,  nach  der  Northamptoner  Sterbensordnung  und  dem 
Zinsfulse  zu  4  Procent  berechnet. 


§.  83. 

Man    kann    indessen    auch    hier,      anstatt    der 
Zahlen    der    Lebenden,    die    Decremente  derselben 
oder  ihre  Differenzen  gebrauchen.     Es  ist  nämlich; 
I       Ai  2  As  3  A'- 

X 

X  A — 
4, )  und  (r  —  I)  La 

l^i-       r       +      r-        ^^  I 


^  r~~       ~  r» 


1 


fA  — AA       2  AI— 2AAi       3AI— 3AA^  ] 


A^  2  A2.  f 
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Da  nun 

l  " '^  *'       j 

rr:'  I  -[-    Aa,    so    wird  r  —  l  La 

I       AA^  2AAi         jAA^  , 

AAS         2/\Ai         3AA-  . 
Wenn    man    also    — •  ■+■  +  • J-.« 

^AA'S       MA'-E 
oder,    welches    dafselbe    ist,  J J-y — - — J^ 

^  A  A'5                    .    r^^-A'-     ,       '  , 
J  — - —  -^  , .,  mit  /  *  bezeichnet  ,     so    ist 

I      ^.       A  A'5 


r  ~  I    La   =    I    4-  Aa ^/* , 


1               A  A'— 
und   La    =    p    (I  +  ia ~  p  ^—^^ ). 

Will  man,  anstatt  der  Decremente,  die  Differen* 
zen  derselben  gebrauchen,  so  hat   man: 
^,  A  A'S  A  A'S         2  AA^    .    3  AA^    ^ 

4^Ai  ^,    .  I  ^   ^   AA'S 

^  4-  .  .  folglich  (I  -  —)S^-^  - 

A  A^  ^^K^%^K&        4AAi 


A  A^  i  A  A3^         %  AA^ 
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—  -^  ^^^  JL         ^-^- ^A^ )^ 

_  _  j 

I iT- -+'- 

I     3  ^A^   >--  3  ^  AI     ^ 
l 

_I__r  r— —  —  — r^— — )=    (rr-^^'' 


r^ 


^2  A'- 
/** — }•    Danach  'tvird  also  La  rz: 

pr   _    ^A'2      ,      p    ^     ^2A'S 


Da   ferner    _/__-  =  j  _  _   (,..    640, 

pr    ^    ^A'^  .    ^ 

also  — ; — / =:  pr  —  r  ?.a,  so    wird    auch 

A  ^         r«  ^ 

La  =:  p  Cl  +  ;.a-pr  4-  r  ;.a  +-l-pdL^y 

p           ^^  A'- 
=  p  Cd     +    r)  ;.a   -»   p    +  -^f^~-^ J, 

indem   I  —  pr  =  I  —  p  (I  -| )  =:  —  p. 

Ann,  Man  -würde  aiich  hier,  anstatt  der  zweiten  Diffe- 
renzen der  Hauptreihe  ,  die  dritten  Differenzen  substituireh 
können.  Da  indefsen  sclion  die  zweiten  Diffcron/.en  gröfslentlieils 
kleine   Zahlen  sind,  so     konn  die  Rephnung  mit  denselben -wohl 
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nicht  selir  weltläuftig  seyn.  Indefsen  ist  hier  wieder  zu  be- 
obachten, was  schon  oben  angeführt  worden,  dafs,  so  weit 
die  DifTei-enzen  negativ  sind,  die  Summe  derselben  von  der 
Summe  der  positiven  Differenzen  abgezogen  werden  raüfse. 

§'  84. 

Es  sind  jedoch  auch  hier,  wie  im  §.  64-  vor- 
her, die  Renten  nur  für  diejenigen  berechnet,  wel- 
che jedesmal  das  ganze  Jahr  durchleben.  Soll  auch 
für  die  im  Laufe  jedes  Jahrs  Abgehenden  bis  zum 
Todestage,  also  im  Durchschnitt  lür  ein  halbes  Jahr, 
die  Rente  am  Ende  des  Jahrs  bezahlt  werden,  so 
beträgt  dies    nach    seinem  gegenwärtigen  Werth  für 

^  A  . 

das    erste    Jahr    i    ,    für     das     zw^eite     Jahi' 

r 

2  ^  A—                                   5  x/  As. 
^ ,    für    das    dritte  i etc.      Folglich 

ist  der  haare  Werth,  über  alle  Interefsenten  vertheilt, 
—  Tä  ^~^    •"  "^  r^^ ^ v^ ^••^'  vvelches 

wieder  mit  — ; — f^ bezeichnet  werden  kann, 

2  A  r  -^         r° 

Wenn  diese  Ergänzung  zu  dem   vorhin  gefundenen 

Werthe  der  steigenden  Leibrente  hinzugefügt  wird, 

so   ist    der    vollständige    Werth    der    am    Ende    des 

Jahrs  zahlbaren  nach  der  Ordnung  der   natürlichen 

Zahlen  wachsenden  Leibrente  = 

L  2 
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,     ,        2  pr  -  I  .^  ^  A's 

p-f-pAa —    -     . / ,  wo  man  wieder  wie 

r    I  r  2  A  r    -^         r" 

im  vorigen  §.  anstatt    der   Decremente    ihre   Diffe- 
renzen setzen  kann. 


§'  85. 

Da  die  im  vorletzten  §.  angegebene  Formel 
allgemein  für  jede  Sterbensordnung  gilt,  so  kann 
man  daraus  auch  den  Werth  der  nach  der  Ordnung 
der  natürlichen  Zahlen  steigenden  Leibrente  zufolge 
der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Absterbens  bestim- 
men.      Es    ist    nämlich    allgemein    La   = 

I  yi  A*— 

P  Cl  *{*^^ T"/"* ^'     -^wn  ist  aber  nach  der 

Hypothese,  wenn  a  die  Altersergänzung  und  die  An- 

I  y/A'— 

fangszahl  der  Lebenden    bezeichnet,  —   — /*  — ^j— 

3       ,  ,      a 


^     tt               r             «      I        .      p  r 
/ = pr/ +  -i:-  (^,  37) 


r 

«     '^       r«  a  "'        r«        '        r« 

pr  />      I  ,  I 

r«  xa, 


r  Aa  —  X  J ZJZL  r  Aa  —  i  — j  ■ 

r«  r«  —  I 

Folglich  hat  man  La  HH  p  (I  -J-  Aa  -f-  r  Aa  —  i  — 
/— —)  —  P  Cd  +  r;  Aa -/-~^) 


WO 
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dann  Aa  nach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Ab- 
sterbens  genommen  werden  mufs. 

Soll  auch  hier  für  die,  welche  Im  Laufe  jedes 
Jahrs  abgehen,  eine  halbjährige  am  Ende  des  Jahrs 
zahlbare  Rente  gerechnet  werden,  so  ist  das  nach 
dem     vorhergehenden    §.    hinzuzulegende    Stück 

•    /..iL^  hie.  ==  -!-/ JL  = 
3  A  r-'  r»  3  «    -'     y« 

p  r   «    I  p 

—  / — ,     Setzt  man  nun  m  dem  vw- 

/i 

anstatt  —  p  f ,   so    hat    man  den  voll- 

ständigen  Werth  dieser  Rente    im  p    (l    -J-  r)    ^a 

—  p/ 1 +  — —  /  — ^  —  ~ ~ 

•^      r*  r«  2 «  *^      1«  2  r« 

p    (I    +  r)    Aa    -   p    (I   -  l-)f-^-  4- 


a  cc   "^     V« 


P 


»r« 


Wenn  die  Leibrente,  so  wie  sie  irrt  vorigen 
§'  angegeben  worden,  jedoch  nicht  am  Ende  des 
Jahrs  auf  einmal,  sondern  in  augenhlicJdichen  Ter- 
minen bezahlt  werden  sollte,  so  wäre  der  Wertlj 
derselben,  da  jede  Rente,  die  am  Ende  des  Jahr? 
bezahlt  werden  soll,  sich  zu  dem    Werthe  der  näm- 


166  ^  Zweiter    Abschnitt. 

liehen  Rente,    wenn  sie  in   augenbKcklichen  Termi- 
nen wahrend    des     Jahrs    zahlbar  ist^  wie  p  :  n   ver- 

hält  C§'  330.  ~n  ICl  +r)  ;.a  -  (I  -  ^l/— 

-J* 2>  ^^o  wieder  ?,a.  die  nach  der  Hypothese 

des  gleichmäfsigen  Absterbens  berechnete    Leibrente 
zeichnet, 

Ex.  Wenn  diese  Leibrente  für  das  Alter  von 
90  Jahren  nach  der  Altersergänzung  der  Süfsmilch- 
schen Mortalitätstafel  und  zu  4  Procent]  gesucht  wür- 
de, so  wäre  dieselbe^  da  p  lüi:  25,  a  1=::  6  ^^nd  P.a 
^:=^  2>2S42  ist: 

1)  für  jährliche  Hebungen  zzr  25  C2>04.  2?2842 

i,o4   ^  ,        o,7no3i5   ^    

-.  (I -—)  5,242137   +       '\      ■)  = 

25  (4,65976   -f  0,39515  —  4,78782)  = 
25.  0,26710  =  6,6775. 

2)  für  augenblickliche  Zahlungen  würde  sie 
':^  25,4967  .  0,26710  -=  6,81017. 

§.  87. 
Sollte  aber  eine  Leibrente  wie  die  vorhin  ange- 
gebene, nach  der  Hypothese,  nicht  allein  in  augen- 
btichlichen  Terminen  bezahlt  werden,  sondern  zu- 
gleich in  diesen  Terminen  nach  Verhältnifs  der  ver- 
ß.oJsenen  Zeit,  steigen^  so  wäre  ihr  Werth ,  wenn  « 
die  Altersergänzung  und  x  die  abgelaufene  Zeit  be- 

/C«  —  ^)  X  d  X 
■  — ■'■   — 
«  r* 
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~  /* — f ,    Nun  ist  /  — 

»/      rx  «     '        rx  -^        rx 

-dx              Tix                   ix^dx      — 
ZZrt  / —  ■ — — ,    und  / 

a7r/>xdx  ttX^  ^t,.  ,         •■! 

/ ■ ($.   40).      Foklich    Tvu'd 

«•  -^       rx  «rx        ^^     ^-^  ^ 

,dx  xrX  2Tr^xdX7rX* 

ha.  Z=z  TT  / " / + ,und 

•^     rx  rx  a  *'      rx        '     «rx 

da  nach  der  Integration  x  zu  a  gesetzt  werden  mufs 

,  TT  X^        TT  X  .  •  1    •  1 

und HH Avn'd,    so  ist  hiernacli,  wenn 

a  rx  rx 

man   die  gesuciite  Leibrente  wieder  mit  La  bezeich- 

-,dx         27r^xdx  T^.,      1 

net,  LaiziTT    /  — /  .      Es    ist    aber 

^     rx  a  'J        rx 

r   dx  I      _     xdx  ,.  „ 

(nach  6.  75)    / •  —  / c^ie    voll- 

*  "^      rx  «  «^  rx 

ständige   vmveräuderhche    Leibrente    für  das  Alter  a 

in    augenbhckhchen     Terminen ,    und     wenn    diese 

hier    durch    Aa    susgedru-ckt     wird ,    so   ist    La  ^ — "- 

^  d  X u      p     ^ 

Inldi  —  n  I  —  71  (2  Aa /  \  ,     wo 

J    x^  p  ./      r«    '^  ' 

f •  die  in  au^enbHckHchen   Terminen   zahl- 

p    ^      1«  '-' 

bare  Zeitreiite   I   auf   a  Jahre  ist. 

Ex.  Wenn  wieder  a  ^^^^  6?  und  r  =3  Ij04 
ist,  so  hat  man  die  vollständige  imveränderliche  Leib- 
rente für  a  bey  augenblicklichen  Hebungen  oder  ^.a 
^^^  2j77795>   folglich  erhält  man  La  =il 

25,4967  (2.2;77795  —  — ^?^  5,2421 3^)  = 

20 
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25,4957  (5,5559  —  5,34(53)  =   5,3445. 

Anm,  DIesa  Leibrente  Ist  kleiner  als  die  im  vorherge- 
hendeu  J.  angegebene,  v,-eil  vorher  die  Rente  für  das  ganze  nie 
Jahr  mit  n  Thalern  bezahlt  werden    sollte,     hier  aber  während 


des  nten  Jahrs  continuirüch  von  n  —  i  bis  n  steigen  soll. 
Im  Fall  diese  Leibrente  sofort  im  Anfang  des  ersten  Jahrs  mit 
1  anfangen,  sonst  aber  so,  wie  vorher  angt;geben,  steigen  soll- 
te, so  müfste  man  zu  dem  vorhin  gefundenen  Werthe  noch 
den  Werth  einer  unveränderlichen  in  augenblicklichen  Termi- 
nen zahlbaren  Leibrente  i  hinzulegen.  In  dem  zuletzt  ange- 
lührten  Beispiele  erhielte  man  also  das  Gesuchte  :;i;  ^tJiiö  f 
3,7779  ~  8,1235, 


§.  88. 

Wenn    eine  Leibrente  für  das  Alter  a  im  ersten 
Jahre  mit  l   bezahlt  werden  und  in  jedem  folgenden 

Jahre  um steigen  sollte,  so  kann  man  dieselbe  m 

zwey  Theile  zerlegen.  Der  erste  Theil,  welcher  die 
unveränderliche  Rente  I  befafst,  ist  IZ  Aa.  Der 
zweite    Theil ,    der    die    succefsiv    steigende    Rente 

-- —  5   —  >  — •    etc,    begreift ,    ist    gleich    dem     nten 
n         n         n  ♦         o  '  o 

Theile  einer  mit  l  anfangenden  und  nach  der  Ord» 
liung  der  natürlichen  Zahlen  steigenden  Leibrente. 
fJa  diese  letzte  Rente  aber  ein  Jahr  später  anfängt, 
so  ist  dabey  die    wachsende  Leibrente  für  das  Alter 

a  4"  I  ^^  nehmen,  welche  auf  I  Jahr  discontirt  und 
auf  die  Anfangszahl  A  anstatt  A^  reducirt  werden 
yni^f«,     Folglich  ist  der  gesamm.te  Werth  dieser  Leib- 
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A*  T   i 

rente  oder  V  —  Äa  -U  ■ 7—    JLa  »f-  l. 

n  .  r  A 

Bequemer   ist  es  indefsen,  von  dem  ersten  Tlieilei 

oder  Aa ,    ■ —  abzuziehen  und   dies   zu    dem  folgen- 
11 

den  Theile  zu  legen?  wodurch  man    erhält 


V 


r  n  —  1  A^       n  --  I  A^  n  —  i  AI  ^       ) 

I     I      n       r    ~      n       r»  ■"      n       r*       *  *  f 

A     ]    ,     I     A^            2      A2  3      A»            f 

I   *    n     r     »^      n       r*  "^      n       r*           j 


n  —  1 


^  a    -4-    • —  La. 


§.  89- 

Falls  eine  Leibrente  für  das  Alter  a  und  bey 
der  Altersergänzung  «j  nach  der  umgehehrten  Ord- 
nung der  natürlichen   Zahlen,  nämlich  am  Ende  des 

ersten  Jahrs  mit  a  —  !>  des  zweiten  mit  cc  —  2- 
etc.  Renfenthalern  bezahlt  werden  sollte,  so  wäre  ihr 
baarer  Werth  oder  V  = 


I      K—i  .  Ai         «—3  .  A-2         a— 3  .  A' 

V  r  ~         r*  *  r»         ^  * 

1  A—  a     A£  Ai         AI 


rx 

X I 


~?  —   A    ^T  +  "i^  +   r«    +  •  •  + 


yx —  i'       A   ^  r*    '        i^  "^        r?    "r  •  •  T 

_._ X  —  r 

X—  I    A" 


j.j__^       -)  -—  «  ^a  — '  La, 
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§.  90. 

Da  diese  Formel  allgemein  ist,  so  gilt  sie  auch 
für  die  Hypotliese  des  gleichmäfsigen  Absterbens. 
In  diesem  Falle  wird  nun  «  .  Äa  —  La  TZ:  «  .  Aa   — 

p(r    4-  I)  ;.a  -f  p    r_i.__  C^'.  §5),     Undda;.azr 

r  I  j 

P    Cl    —   —  r ),   also  a  .  ;.a  rz  «p  —  pr     f , 

■—   '-P    —   P    —    P    /" >    so   hat  man    auch 

I 

«  ;.a   —  p  (r   4-  I)    ^'^  +  P  /    ~ 

<^p    —    p    _    p    (r    4_     I)    ^a    =3    p    (a  —   i)  — 

p  (r  +  I)   ;.a. 

Anm,     Dafselbe  Resultat  würde  sich  noch  auf  einem  an- 
dern Wege  ergeben.      Es  ist  nämlich  dcx'  Werth  der  gedachten 


I  U  I.«  I  «    2.« 

Leibrente  m  —    ( -p 


«                 r  r- 

« —  3.«  —  3      ,         ^  «      «  —  I  ß  —  2 


1'  ß  r 


«  —  3       .  I.i.a  —  I,      2.«  —  2 

'          r*  '  «  r  '  1-2 

-j-  -f-    •  •  )    ^^    a  .  /.a   —  La.      Auch   ist 

±  />  (^-ü^  =  Jl  {„«  _  ,  r  /  ^^il- r /• -^) 
«  -/         rii  a  rn  »/      r« 

2  p  r       „    o  —  n        pr    ^     r 
($.  43)    zz  p  « i-,   r f-Z 
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=:p«_p ^ r  +p_^y- 

a        .7         in  '     ^  «7        r« 

-—   P«    —  P  —  2prAa4-'^a=:p(«  —  O  — 
P  (r  +  I)  Aa. 


§.    91. 

Sollte  die  liypotliet^-^e  Leibrente  für  das  Alter 
a  und  die  Alterser^^'^^zung  «  mit  a  anfangen,  wäh- 
rend der  Alters'-'i'gänzung  continuirlicli  bis  auf  0  ab- 
nehmen und  in  augenblicklichen  Terminen  bezahlt 
werden,  so  würde,  wenn  die  verilofsene  Zeit  mit  x 
bezeichnet  wird,  der  baare  Werth  dieser  Rente 
Ja  —  x)=dx -,dx  -xdx 

—  /  _  «  /     —  2    /    ■ -f- 

J  «        rx  «^     rx  ^        r-i 

I      _  x2  d  X  1  d  X 

2:itX  STT^xdx  ttX-" 

' \.  —  /    _ ..  (§.  43.)  Nun 

rx  ^      tt  -^         rx  a  rx  ^ 

^dx  27rx.xdx 

''*   ^"^  J  ^-  ~  J  ^~7r~'   =   2  TT  Aa  (§.  74), 

und  da  nach    der    Integ»^ation    x  n  «  wird,    so  ist 

I  27rX  ttX^  Tn.,, 

7t «  Cl )  -f'  — ■  —  JT«.      Folglich 

rx  '   '        rK  «rx  ^ 


wird     / —  na  —  2  jr  A  a,  wo  nkm- 

^  «  rx  ' 

lieh  die  Leibrente  nach   §.    74.  genommen    werden 
iftufi?. 
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§.  92. 

Falls  die  Leibrente  für  das  Alter  a  im  ersten 
•^■•lire  mit  «  -|-  m  —  I  anfangen  und  jährlich  um 
I  abnsTinien  sollte,  so  wäre  dies  eben  so  viel,  als  ob 
eine  verai^lerllche  Rente,  die  mit  a  —  I  anfängt, 
und  m  unverax..rlerllche  Leibrenten,  jede  jährlich 
mit  1  zahlbar,  gegei^,^  werden  sollten.  Der  Werth 
einer  solchen  Leibrente  ..--^yq  also  im  Allgemeinen 
=z  da  -\-  m')  la  —  La,  und  ua^ji  der  Hy]iothese  ins- 
besondre ==  p  («  ~  I)  -,  (pr  4-  p  _  ni)  Aa, 


Fünftes     Kapitel. 

Fon 

aufgeschobenen ,    außiörenden    und     aufgesparten 
Leibrenten. 


Soll  eine  Kente  nicht  sofort,  sondern  erst  nach 
einer  bestimmten  Anzahl  von  Jahren  anfangen  zu 
laufen,  so  heifst  sie  eine  aufgeschobene  Leibrente; 
verstürbe  der  Rentenier  in  der  Zwischenzeit,  so  wür- 
de dann  überall  keine  Rente  für  ihn    bezahlt. 

Soll  dagegen  eine  Leibrente  nur  während  ei- 
tler bestimmten  Reihe  von  lahren   bezahlt  werden. 
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nachher  aber  nicht  weiter,  so  heifst  sie  eine  aufliö- 
rende  Leibrente ;  stürbe  der  Rentenier  vor  Ablauf  der 
bestimmten  Zeit,  so  fiele  auch  die  Rente  tnit  seinem 
Tode    weg. 

Eine  fällige  Leibrente ,  welche  der  Rentenirer 
eine  Anzahl  von  Jahren  bey  der  Rentenkafse  stehen 
läfst,  heifst  in  sofern  eine  aufgesparte  Leibrente, 
als  dadurch  eine  nach  der  Bestimmung  des  Rente- 
niers  zu  verwendende  Summe  gesammelt  wird ;  die 
Zeit,  während  deren  die  Rente  nicht  gehoben  wird, 
heifst  die   Zeit   der  Ruhe, 

§.    94. 

Wenn  die  um  n  Jahre  aufgeschobene  oder  mit 
dem  n  -|-  Iten  Jahre  anfangende  Leibrente  mit 
"j^- — —  bezeichnet  wird,  so  ist,  da  nun  in  dem  Wer- 

I      A-       A5 

the  der  vollen  Rente,  d.  h.  in  Aa  ^3  —  ( 1 i- 

A      r     *    r*  ' 

AI    ,  ^. 

~  'F  •  O?  die  ersten  n  Glieder  wegfallen, 

n  f  1  n  f  2  X 

— .»nj-  r  _I_      A  A  A~ 

^  *    ~  ~  ~K  Vm-T  +  "^M-T  +  •  •  +  "^r^ 
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^  nfi 

A—  _    I  A-^ 

rx— n^  I      ?       o  Arn     ^  r       " 

A—    ,  ,    A— ,    _  A— 


f-  . .  4-  )    — . ;.  a  -f-  Uj  und  es  Ist 

r=  rx—n  Arn 


also  X  a"^— -  ^^=  ~; A  a  4-  n,  d.    h.   man  findet 

Arn 

die  mn  n  Jahre  aufgeschobene  Leibrente  für  das  Al- 
ter   a ,    wenn    man     die     Leibrente    für     das    Alter 


a  -j-  11  auf  11    Jahre    discontirt  und  den  Quotienten 

mit    der   Wahrscheinlichkeit,    dafs  die  Person  A  am 

Ende  des  nten  Jahrs  noch  lebe,  mulllpllclrt. 

Ex.    Eine    Person    von    50    Jahren    kauft  eine 

Leibrente  unter  der  Bedingung,   dafs    sie   erst    nach 

10   Jahren  anfange  zu  laufen,  wie  grofs  istdtr  Werth 

derselben?  Hier  ist  a  zz:  50,    n  1=  10,  a  -{-  n  inn 

(50,    A  nach    der    Süfsmilchschen   Tabelle  lim  300> 

n 
A        HZ  210  >    ferner    A  60     nach    den  4.  Procent- 

fufse  =:  8^34?^  und  —,7"  =^  0,675564.  Folg- 
lich ist  der  gesuchte  Werth  ZZ  f§§.  0,675564. 
8?3422  =^  3?9450.  Der  Werth  der  sofort  fälligen 
Leibrente  für  den  Fünfzigjährigen  wäre  m:  10,7961. 

Anm.       Eine    Person    vom    Alter  a  f  n  müfste,  wenn  sie 
eine     Leibrente     geniefsen    wollte  ,      dafür     den     Werth     .     : 


^a  -f-  n  zahlen.     Wollte  sie  n  Jahre  vorher  eine    solche  Ren- 
te kaufen  nnd    wäre    es    gewifs,    dafs   diese  bestimmte  Person 


das   Alter  a  f  n  erreichte,   so  müfste  sie  den  discontirten  Werth 
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}.a.  f  11 
tlieser    Leibrente,   d.   i\   — zahlen.        Da     mm     aber    die 

rn- 
■Wahrscheinlichkeit  ,     dafs    diese   bestimmte    Person    das    Alter 
n 

A- 


a  +  n  erreiche,        ; ist,  so  ist  der    Werlh  der  Leib- 

\  A 

n 

A— 

rente  für  sie  auch  nur -  —  7,  a  f   n.     Hieraus  ergiebt  sich 

Arn 

auch,  warum  die  Summe,  für  welche  die  Person  von  5o  Jah- 
ren eine  um  lo  Jahre  aufgeschobene  Leibrente;  kaufen  kann, 
nach  Verlauf  von  zehn  Jahren  mit  ihren  Zinsen  und  Zinses- 
zinsen nicht  so  grb,fs  ist,  dafs  dafür  die  nämliche  Rente  für 
den  Sechzigjährigen  gekauft  werden  kann, 

§.  95. 
Hat  man  eine  Tabelle  so  eingerichtet,  wie  im  §. 
66«  angegeben  worden,  so  kann  man  die  aufgescho- 
benen Leibrenten  sehr  leicht  finden.  "\Yenn  man 
nämlich  im  Fall,  dafs  a  das  gegenwärtige  Alter  des 
Renteniers  und  n  die  Zeit  des  Aufschubs  bedeutet, 
aus  der  Columne    für  die  Summen   der    discontirten 


Zahlen  der  Lebenden  die  bey  dem  Jahi  e  a  -[-  n  -j-  I 
angeführte  Summe ,  und  aus  der  Columne  für  die 
discontirten  Zahlen  der  Lebenden  selbst  die  bey  dem 
Jahre  a  angeführte  Zahl  nimmt,  und  die  erstere 
durch  die  letztere  dividirt  ,  so  erhält  man  die  um 
11  Jahre  aufgeschobene  Leibrente  für  das  Alter  a. 
Nach  der  Einrichtuno;  der  Tabelle  ist  nämlich  die 
Summe  der  discontirten  Zahlen  der   Lebenden    bey 

^  dem  Jahre  a  -f-  n  +  I 
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nfr                               nfa  n+S 

A— —  ,                 A '  A— — 

— _L,     — — _l       ^ 

ratnfi                       rafnfaT"  rafafS 


n t I  nf a 

X       ,  A A 

4-  ..  =z  •  C —   _L    ~ ju 

*                  ra            ru  1 1  *           rn  f  2      ^^ 

A 

4-  .  O  >  auf^h  Ist  die  in  der  Columne  für 


rnf  3 
die  discontirten  Zahlen  der  Lebenden  bey  dem  Jah- 

A 

re  a  angegebene  Zahl  zz: ,     Folglich  ist 

nfr                     nfa                   tlf5 
'  A ^     A A 

ra      ^rnft  rnf  2      "T*     rnfS      +'•>• 

n+t  nfa  n  +  3 

A      _  ^__       A A A^^ — 

i-a  A      ^     rnfi       T'       rnfa       '        rnf  3 
— ,'n  t  I 

4-  .  0  —  ^  a^^^ — ■  . 


§.  96. 

Wird  der  Werth  einer  um  n  Jahre  aufgeschobe- 
nen tz^cä  der  Ordnung  dernatürlichen  Zahlen  steigen- 
de Leihrente  für  das  Alter  a  gesucht,  und  dabey  vor- 
ausgesetzt, dafs  sie  erst  im  n  -j-  I  lahre  mit  I  anfangen 
und  dann  jährlich  mit  I  steigen  solle,  so  ist  der 
Werth  dieser  Rente  im 

n  f  5 
3A __ 


nfi 

n  f  3 

I       A 

2A 

A   ^  mfi 

+ 

rnt* 
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"h  :i "!"••)»  ^^^^   ^^^    gesuchte 


A— 


Werth,  =   ;: — -  L  a  +  ri. 
Arn  ' 


§.    97. 

Würde  aber  angenommen ,  dafs  die  nach  der 
Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  steigende  Leibren- 
te vom  n -|- Iten  Jahre  so  fortgehen  sollte,  als  ob  sie 
im  Jahre  a  mit  l  angefangen  hätte,  also  im  ersten 
Jalire  der  Hebung  bezahlt  werden  sollte  mit  n  +  I, 
im  zweiten  Jahre  mit  n  -j-  2  etc.,  so  könnte  man 
sie  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  ansehen,  nämlich 
aus  n  unveränderlichen  jeder  jährlich  mit  I  zu  zah- 
lenden Leibrenten,  und  einer  steigenden  mit  I  anfan- 
genden Leibrente.     Der  «derzeitige  Werth  des  erstem 


Theils  für   das  Alter  a  -f-  n  ist  =  n  .  Aa  -=f=  n,  der 
Werth  des    zweiten   Theils    für   dafselbe    Alter   = 


La  -{-  n,    so   wie  der  gegenwärtige  Werth    der  aiif- 
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geschobenen     unveränderlichen    Leibrenten    = 

n 

A- 

r —  n  .  Aa  -f-  n  ,  der  baare  Werth    der    aufgeschobe 

n 
A  — 


nen  steigenden  Rente  aber  ■=.  'TT'    L  a  -|-  n.  Folg- 
lich wird  der     gesuchte    Werth    der  Leibrente,   der 

.'n  f  1 

wieder  mit  La'  bezeichnet    werden  kann,    = 

n 

A—         

— ~  Cn.A  a  -4-  n    4-  L  a+nj. 


§.  98. 

Vermittelst  der  in  §.  82  erwähnten  Hülfstabel- 
le findet  man  leicht  die  aufgeschobenen  nach  der 
Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  steigenden  Leib- 
renten. Soll  nämlich  diese  Leibrente  vom  n  -|-  Iten 
Jahre  an  mit  l  anfangen  ,  so  nimmt  man  aus  der 
Columne    für  die   zweiten  Summen   der    discoutirten 


Zahlen  der  Lebe]iden  die  bey  dem  Jahre  a  -j-  n  4"  i 
stehende  Zahl  und  dividirt  sie  mit  der  in  der  Co- 
lumne für  die  discoutirten  Zahlen  der  Lebenden  bey 
dem  Jahre  a  angegebenen  Zahl,  wo  dann  der  Quo- 
tient den    gesuchten  Werth  giebt.     Die  zweite  Sum- 


me bey  dem  Jahre  a  -}-  n  -|-  I   ist    nämlich  ■=. 

nfi                             nf2                             11  13 
A-      •  2  A 3    A " 

■ J-.  ■ 4, 4-  .0» 
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die  discoutirte  Zahl  der  Lebendem  bey  dem  Alter  a 

aber    r=: ;  folglich  wird  der  Quotient  = 

ra  '        =  ^ 

nfi                  nfa                  nf5 
I       A •         ^A. 3A 

A-    ^7M^  "^       rn  t  3     +      rn  t  5    +  •  '^* 

Soll  die  aufoeschobene  steigende  Leibrente  im 
n  -f-  Iten  Jahre  mit  n  -}"  I  anfangen,  so  sucht  man 
den  Werth  der  aufgeschobenen  Rente,  so  als  ob  sie 
nach  n  Jahren  mit  l  aniienge ,  wie  eben  gezeigt 
worden,  imgleicheii  den  Werth  der  aufgeschobenen 
unveränderlichen  ii  Renten,  wie  im  §.  95  angege- 
ben   ist,    und   addirt    diese   beiden  Werthe,    woraxis 

n 

A—         

man  das  Gesuchte  r=r  — r — ■  (L  a  -f-  n-[-n  .  A  a  4"  '^) 

erhält. 


§,  99. 

Wenn  eine  nach  der    Ordniaig  der  natürlichen 
Zahlen  abnehmende  Leibrente  für    das    Alter  a    um 


n  Jahre  aufgeschoben  werden  und  dann  mit  « — n — I 
anfangen  sollte,  wo  sie  folglich  mit  eben  so  viel 
Thalern  bezahlt  würde,  als  wenn  sie  im  Alter  a  mit 
a  —  I    angefangen    hätte ,  so    wäre    ihr  derzeitiger 

Werth  z=  (a  ~  n)  ;.^+~n  —  La -f-  n  (§.    91), 

n 

A — ' 
Folglich  wird  ihr  baarer  Werth  rr  — — —  T  C«  —  n) 

A  r" 

M   2 
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^,    a  -j-  n — L  a    -|~    ^0*  Sollte  die    Rente  nach  Ver- 
lauf der  n  Jahre  mit  «  —  i  anfangen,  so  hätte  man 

n 

A-        . 

deo  Werth  rr  - —  («.Aa  +  n  —  L  a  -f-iO. 

§.  100. 

Da  der  volle  Werth  der  Leibrente  aus  dem  ge- 
genwärtigen Werthe  derselben  bis  zum  Ablauf  des 
nten  Jahrs  und  dem  baaren  Werthe  derselben  vom 
Anfange  des  Jahrs  n  -|-  I  an  bis  zum  Absterben  al- 
ler Interefsenten  nach  der  Mortalitätstabelle  besteht, 
so  findet  man  den  Werth  einer  mit  Ablauf  des  nten 
Jahrs  aufhörenden  Leibrente^  wenn  man  von  dem 
vollen  Werthe  der  Leibrente  für  das  gegebene  Al- 
ter den  Werth  der  um  n  Jahre  aufgeschobenen  Ren- 
te für  dafselbe  Alter  abzieht.  Bezeichnet  man  die  am 
Ende     des    nten    Jahrs    aufhörende    Leibrente    mit 

r—^n»          .              — vii,                      — ,'n  t  I 
A  a'    '  so  ist    also  l  ?C —  zn  Aa  —  X  ?C . 

Ex.  W^enn    nach    Süfsmilchs    Sterbensordnung 

und   dem  Zinsfufse  von    4  Procent    der  W~erth  der 

nach    10  Jahreu    aufhörenden  Leibrente    für    einen 

Fünfzigjährigen  gesucht  wird,  so  ist  der  volle  Werth 

der  Rente  für  dieses  Alter  =  IOj796I> 

und     der    Werth     der    um 

IG     Jahre      aufgeschobenen 

Leibrente    =:  3?9450, 

folglich  die    mit  dem   loten 

Jähi'8  aufliörende  Leibrente  rr  öjS^II' 
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§.    lOI.  a. 

Dafs  der  vorangeführte  Satz  auch  von  der  nach 
der  Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  steigenden  Leib- 
rente gelte,  ist  an  sich  einleuchtend.  Da  aber  die  so 
steigende  Leibrente  im  nten  Jahre  mit  n  Renten- 
thalern    bezahlt   wird ,    folglich     die    aufgeschobene 


Rente  im  n  -j-  Iten  Jahre  mit  n  -{-  I  anfangen  wür- 
de, so  mufs  auch  die  aufgeschobene  Leibrente  hie- 
nach  berechnet    werden    (§.  97).     Es  wird  also  die- 

n 

A— 


se  Rente  =1:  La  —  -: —  (n  .  Aa  +  n  4-  L  a  4- 11). 
Arn 


§.   101.  b. 

Ebenfalls  ist  es  klar,  dals  der  im  §.  100  angeführt» 
Satz  auch  von  der  für  das  Alter  a  mit  «  —  I  an- 
fangenden nach  der  umgekehrten  Ordnung  der  na- 
türlichen Zahlen  abnehmenden  Leibrente  gelte.  Da 
indefsen  diese  Rente,  wenn  sie  für    das    Alter  a  mit 

«  —  I  anfängt,  im  nten  Jahre  mit  a  —  n  —  I  be- 
zahlt werden  mufs,  so  ist  der  baare  VYerth  der  aui- 
geschobene  Leibrente  nach  der  Angabe  des  §.  99. 
zu  nehmen,  und  die  gesuchte  aufliörende  Leibrente 
n 

wird  =  aU  —  La  —  r —  C  (a  —  n)  Aa  +  n  — La-J-n]. 
Arn 

§.  102- 
Sollte  die  Leibrente  nach  Ablauf  des  nten   Jahrs 
anfangen  und  mit  dem.  n  +  mten  Jahre  wieder  avif- 
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hören,  so  müfste  man  den  Werth  sowohl  der  um  n  als 
der  um  n  -|-  m  Jahre  aufgeschobenen  Leibrente 
suchen  und  den  letztern  von  dem  erstem  abziehen, 
um  den  Werth  der  Rente  für  die  nach  Ablauf  des 
nten  Jahrs  folgenden    m    Jahre    zu    erhalten. 


$.  103. 

Wenn  ein  Rentenirer  verlangte,  dafs  seine  Ren- 
te während  der  n  ersten  Jahre  aufgcs-part.  werden 
sollte,  so  wäre  der  haare  Werth  dieser  so  aufzuspa- 
renden Leibrente  gleich  dem  baaren  Werthe  einer 
nach  n  Jahren  aufliörenden  Leibrente,  d.  h.  der 
baare  Werth  einer  während  der  ersten  n  Jahre  auf- 
zusparenden  Leibrente    einer    Person    vom    Alter    a 

■wäre    A  a^ — ",       Verlangte    aber    der   Rentenirer, 

dafs  diese  Snmme  zu  Ablauf  der  n  Jahre  an  ihn 
oder  seine  Erben  bezahlt  werden  sollte,  so  wäre  der 
derzeitige    accumulirte    Werth  der  gedachten  Sum- 

nie  rn  ,  X  a. —  ,    welcher    Werth    am    Ende    des 

nten  Jahrs  zu  zahlen  wäre,  der  Rentenirer  mag  dann 
leben  oder  nicht,  ^ 

Ex.  W^ollte  ein  Fünfzigjähriger  seine  Leib- 
rente während  der  ersten  10  Jahre  auf  die  angege- 
bene Weise  bey  der  Kafse  stehen  lafsen,  so  wäre, 
nach  Süfsmilchs  Tabelle  und  r  11:1  Ij04  genommen, 
der  derzeitige  Werth  =:  1,480244-  6,851 1  =  10,1413. 
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§.  104. 

Würde  aber  der  Reutenirer  mit  dem  Ueberneli- 
mer  dahin  einig,  dafs  die  in  n  Jalireu  aufzusparen- 
de Leibrente  nach  Ablauf  dieser  Zeit  dem  erstem, 
falls  er  dann  noch  lebte,  bezahlt,  sonst  aber  dem  letz- 
tern zufallen  sollte,  so  ist  die  ^Wahrscheinlichkeit, 
dafs  eine  bestimmte  Person  vom  Alter  a  nach  n 
n 

Jahren  noch  lebe  — -: — ,  folglich  ist  in  diesem  Fal- 

le  der  Werth  der  dem   nach  n  Jahren  noch  lebexi- 

den    Rentenirer    zu    zahlenden    Summe    ZZH 

A  — .n, 

■ rn    ;,  a— . 

n 

A — 

Ex.  für  diesen  Fall  erhält  man  also  in  dem 
Beispiele  des  vorherzugehenden  §,,  da  hier  A  mr   300 

n 
und  A"  -:i=:  210  ist,  den    "Werth    der    aufgesparten 

Leibrente  zrz:  2?§   10,1413  =  14,487(5. 

Anm,  Wollte  ein  Rentenirer  seine  Leibrente  unter  der 
Bedingung  stehen  lafsen,  dafs  er  sie  nachher,  so  weit  sie  fällig 
geworden,  mit  Zinsen  und  Zinseszinsen  in  einer  Summe  erhe- 
hti}.  könne,  so  wäre  dies  als  eine  blofse  Zeitrente  zu  betrach- 
ten, und  wenn  der  Rentenirer  nach  n  Jahren  den  Werth  for- 
derte, so  wäre  dieser  ZI  p  (r"  —  i).  Liefse  er  die  Rente  z.  B. 
10  Jahre  lang  stehen,  so  hätte  er  nach  dem  Zinsfufse  von  4 
Procent  zu  erheben  i2,oo6r.  Dies  ist  mehr  als  in  dem  vor- 
letzten und  weniger  als  in  dem  letzten  Beispiele  angegeben  wor- 
den. Aber  indem  vorletzten  Falle  («.  io3)  soll  die  bestimm- 
te Summe  bezahlt  werden,  der  Rentenirer  mag  am  Ende  des 
nten  Jahrs  leben  oder  nicht  ;  hier  mufs  er  die  festgesetzten  n 
Jahre  durchlebt  haben  ,    um  die  angegebene  Summe  'ganz  zu  er- 
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halten.  Im  letzten  Beispiele  (§,  io4)  würde,  wenn  der  Rentc- 
nirer  vor  der  bestimmten  Zeit  sterben  sollte,  gar  nichts  vergütet; 
hier  wird  auf  jeden  Fall  die  bis  zu  dem  Todestage  des  Rente- 
tiirers  aufgelaufene    Summe  bezahlt. 

§.  105. 

Wenn  zum  voraus  bestimmt  würde,  dafs  die 
Leibrente  für  die  ersten  n  Jahre  stehen  bleiben,  da- 
für aber  von  Ablauf  dieses  Zeitpuncts  an  dem  Ren- 
tenirer  eine  höhere  Leibrente  bezahlt  werden  sollte, 
so  kann  die  vom  Anfange  des  n  -}-  iten  Jahrs  zahl- 
bare Leibrente  als  eine  um  n  Jahre  aufgeschobene 
angesehn  werden.  So  viel  mal  nun  der  baare  Werth 
der  um  n  Jahre  aufgeschobenen  Leibrente  für  das 
Alter  a  in  dem  haaren  Werthe  der  vollen  Leibrente 
für  dafselbe  Alter  enthalten  ist,  so  viel  mal  kann  der 
Rentenirer  jährlich  einen  Rententhaler  vom  n  -["  1*^" 
Jahre  au  erhalten,  d.  h.  es  verhalt  sich  die  jährliche 
Hebung  von  der  nach  Ablauf  der  Ruhejahre  zu 
zahlenden  Leibrente  zu  der  jährlichen  Hebung  von 
der  vollen  Leibrente,  wie  der  baare  Werth  der  letz- 
tern zu  dem  baaren  Werthe  der  erstem. 

Sollte  aber  nach  Abiauf  von  n  Jahren  die  Leib- 
rente jährlich  nur  mit  l  Rthlr.  bezahlt  werden,  so 
müfste  der  Werth  der  um  n  Jahre  aufgeschobenen 
Leibrente  i  gleich  seyn  dem  Werthe  der  mit  dem 
Uten  Jahre  Aufhörenden  jährlich  mit  x  zu  zahlenden 

— .'n  t  t    

Leibrente,  d.  h.  es  wäre  K  cC zzn 

— ,'n  fr 

(Aa    —  X  9. — ~)  X,  und  es  wäre  dann  die    Zahlung 
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— ^*n-j-  1 

in  jedem  der  ersten  n  Jahre  oder  x  =  — 


Xa. —  A  a' 


Ex.  I.  jSFacli  dem  Vorhergehenden  ist  der  volle 
Werth  der  Leibreute  für  einen  Fünfzigjährigen  rr: 
IOj796l»  Wollte  dieser  nun  seine  Leibrente  wäh- 
rend der  ersten  10  Jahre  stehen  lafsen,  nm  daliir 
vom  n  -}-  Iten  Jahre  eine  Leibrente  zu  ziehen,  so 
wäre  dies  eben  so  viel  als  wenn  er  gleich  für 
I0j7961  eine  um  10  Jahre  aufgeschobene  Leibren- 
te kaufte.  Da  nun  der  Werth  der  letztern  für  I 
Rthlr.  =  3j9450  {§>    lOOO?  so  erhält  der  Renteni- 

T  1                   •        Ti                        io,7g6r 
rer  vom   Uten  Jahre  an  eine  liente  von  ■ =: 

5,945o 

2>7065  Rententhalern. 

Ex.  2.  Sollte  dagegen  für  die  nämliche  Per- 
son vom  Ablauf  des  IQten  Jahrs  die  Leibrente  jähr- 
lich mit  I  Rthlr.  bezahlt,  bis  dahin  aber  durch  ei- 
nen jährlichen  Beitrag  erkauft   werden,  so  wäre  die- 

^'ii 

ser  jährliche  Beitras;  rr: :::s 

A  50  —  A  50  ' — 

3,9450 


0,5758. 


10,7961  —  5,9450 

Anm,  Sollte  der  Werth  der  aufgesparten  Leibrente  bey 
flem  Tode  des  Rentenlers  ausbezahlt  werden,  so  gehörte  dio 
AuflösuHg  der  Aulgabe  iu  das    nächstfolgende  Kapitel» 

§'  106. 
Es  bestehe  eine  Gesellschaft  von  Personen,  die 
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bey  ihrem  Eintritte  vom  Alter  a  waren ;     wenn  sie 

a  -^  n  Jahre  alt  sind,  sollen  sie  bis  zu  ihrem  Tode 
jede  eine  jährliche  Rente  I  beziehen,  und  die  da- 
zu   nöthi^e    Summe    soll   von    den    Personen    unter 

a  -j-  n  Jähren  aufgebracht  werden  ;  so  wie  eine  Per- 
son durch  den  Tod  abgeht,  tritt  eine  andre  vom  Al- 
ter a  wieder  ein,  und  die  Gesellschaft  ist  bereits 
zum  Beharrungszustande  gekommen;  es  wird  der 
Werth  des  Beitrags  und  der  Werth  der  Rente  für 
jeden  Interefseuten  gesucht.  Der  Beharrungszu- 
staud  tritt  ein,  wenn  die  Ergänzung  des  Alters  a 
abgelaufen  ist  ;  wenn  nun  jährlich  A  Mitglie- 
der eintreten ,  so  ist  dann ,  ohne  Correction,  die 
Zahl  aller  Mitglieder  der  Gesellschaft  =  A^  -f-  A^ 


+    AI  -f-   . .    -f-  A—  =:  /A'^ ,     die  Zahl  der    zu 


pensionirenden  Interefseuten  rrr:  A' 

n  f  3                            X                   'ii  f  1 
-}-  A -{-  .  .    A~z=fA ,  und  die  Zahl  der 

'n  f  I 

coutribuirenden  =:  /A'-  —  /A  .       Jedes    con- 

tribuirende  Mitglied  hat  also  jährlich  zu    entrichten 

'n  f  1  n        

/A- A—  Ea  fn 


'nfr 


jjV'i  — /A. A     Ea  —  A—  Eafn 

Da  nun  jeder  eintretende  Interefsent  diesen  Beitrag 
fortwährend  bis  zu  Ablauf  des  nten  Jahrs,  falls  er 
so  knge  lebt,   erlegen  soll,    so    ist    der  baare    Werth 


Von  Renten  etc.  aufeineinz.  Leben,  ig? 


n 


-1    r     n  ■^~  E  a  t  n  — .  n,      " 

delselbeu  = Aa^ — ,  derwah- 

n         ' 

A  Ea  —  A       E  a  f  n 

re  Wertli  der  Rente  für  jedes  Mitglied  aber  ist  = 

'n  +  I 
r-^wJ .     Ersterer  Wertli  wird  immer  ^röfser  seyn 

als  der  letztere,  wenn  nicht  gleich  bey  der  Errich- 
tung der  Gesellschaft  von  den  ersten  Mitgliedern 
verhältnifsmäfsig  bezahlt  worden  ist.  "V\'enn  z.  B. 
a  =  60  ist  und  die  Pension  mit  dem  Jahre  65  an- 
fangen soll,  so  hat  man,  nach  Süfsmüch  und  zu  4 
Procent,  alles   ohne   Correction    berechnet, 

n       . 

A —  E  a  -j-  n  — ^  n,    1682 


n .  '  2609  —   1682 

A   E  a  —  A      E  a  f  n 

(8?34228  —4,4719)=  -^-.  3,8703  =6,8023. 
Der  wahre  Werth  ist  nur  =  4,4719. 


Anm.  Um  den  auf  den  ersten  Anblicli  paradox  scheinen- 
den Satz,  dafs  fortwährend  von  den  Interefsenten  einer  solclien 
Gesellschaft  ein  höherer  Werth  bezahlt  -werden  könne,  als  sie 
nachher  wiedtn*  erhalten,  zu  erläutern,  füge  ich  folgendes  Bei- 
spiel hinzu»  Es  existire  eine  solche  Gesellschaft,  worin  die 
Pension  der  altern  Mitglieder  lediglich  durch  die  jährlichen 
Contributionen  der  älteren  aufgehmcht  wird}  die  Mitglieder 
sollen  bey  dem  Eintritt  88  Jahre  alt  seyn,  und  wenn  sie  91 
Jahre  alt  geworden  sind,  jeder  eine  Rente  i  geniefsen,  die 
von  den  jüiigcrn  Mitgliedern  aufgebracht  wird,  auch  soll  die 
Gesellschaft  zum  Eeharrungszustande  gekommen  seyn»  Wenn 
nun  die  Anzahl  der  jährlich  zutretenden  BHjährigen  Mitglie- 
der  ZZZ    10    Ist,   so    ist,     alles    ohne  Correction  gereclinet,  nach 
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der  Süfsmilchschen  Tabelle,  die  Zahl  der  contribuirendeu  In-' 
terefsenten  :  8  t  ^  f  5  13  ig,  tuid  die  Zahl  der  pensiouuten 
Mitglieder  rz4-J-3f2-j-iZZ  lo}  folglich  soll  jedes  con- 
tribulrende  Mitglied  jährlich  4§  üthlr.  bezahlen,  wenn  die  al- 
tern Mitglieder  jährlich  jedes  i  Rthlr,  erhalten  sollen.  Wenn 
nun  die  Gesellschaft  geschlofsen  werden  sollte,  so  dafs  keina 
neue  Mitglieder  weiter  hinzutreten,  so  würde  dia  Rechnung 
über  das,  was  zu  zahlen  und  empfangen  wäre,  folgendermaa- 
fsen  ausfallen» 

I  !" 

•^  CD         tn         ie~         O^         M  M  I  JT" 
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Wenn  die  Defecte  der  einzelnen  Jahre  auf  den  Anfang  des 
ersten    Jahrs     discontirt     werden ,     so    ist    ihre    Suranae    ZZZ 

. ! ZZ  27,o54  Rthir,     "Würde  man  nun  mit  einem En- 

trepeneur  einig  ,  dafs  die  Gesellschaft  zwar  fortwähren  und 
die  Pensionen  wie  bisher  den  altern  Intcrefsenten  bezahlt,  aber 
jedes  eintretende  Mitglied  sofort  seinen  ganzen  Beitrag  ent- 
richten solle,  so  könnte  dies  unter  der  Bedingung  geschelien, 
dals  die  jedes  Jahr  eintretenden  ao  acht  und  achtzigjährigen 
Intcrefsenten,  aufsei  dem  Werth  der  um  5  Jahre  aufgeschobe- 
nen Leibrente,  noch  die  Zinsen  des  gesammten  Defects  nach 
dem  festgesetzten  Zinsfufse,  hier  von  4  Procent  mit  1,08216, 
entrichten,    und    folglich    hätte    jeder   eintretende    Interefsent 

.'4 

ein  für  allemal    zu  bezahlen    l  SS"- —  \  0,1082.      Auch    findet 

man     nach    der    im  §.    aufgestellten    Formel 


A—  E  a  t  n                         — ^3,         10   ,     ^  oq   ^:^ 
-^__    .  r^v-1— (2,091  i--o,8825; 

A    E  a  — '  A—  E  a  t  n 

—  0,9508,  so  wie  A  88^— zro,8225,  und  es  ist  o,93o8iro,8225  f 
0,1082  ♦ ,,  d,  h.  der  ganze  Einschufs  des  eintretendenMitgliedes  ist 
gleich  dem  baarenWerthe  der  nmojahre  aufgeschobenen  Leibrente 
und  dem  zehnten  Theil  der  jährlichen  Zinsen^es  von  dem  En- 
trepreneur  zu  leistenden    Vorschufses, 

Das  Verhältnifs  ist  daher  eben  so  anzusehen,  als  wenn  Je- 
mand in  eine  verschuldete  Gesellschaft  eintritt,  wo  er  verhält- 
nifsmäfsig  die  Zinsen  der  gemeinschaftlichen  Schulden  mit  über- 
nehmen mufs.  Gesellschaften  dieser  Art  sind  sehr  gewöhnlich; 
sie  sind  aber  nur  dann  zuläfsig  ,  wenn  die  ersten  Mitglieder 
anstatt,  wie  es  oft  der  Fall  ist,  auf  Kosten  der  später  eintre- 
tenden zu  zehren,  ebenfalls  einen  verhaltnlfsmäfsigen  Einschufs 
erlegen,  so  dafs  durch  den  daraus  entstehenden  Fonds  die 
Zinsen  des   später  entstellenden  Defeas   in  den  jährlichen  Bei-r 
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trägen  gedeckt  werden,  wo  dann  aber  die  Rechnung  am  bequem- 
sten  nach   dem  vorhergebenden  $.    io5  anzustellen  ist, 

Anm.  2.  Einige  allgemeine  Bemerkungen  über  Leibrenten- 
Institute  werden    hier  am  besten  ihren  Platz     finden» 

Was  zuerst  die  zum  Grunde  zu  legende  Sterbensordnung 
betrifft,  so  glaube  ich  auf  die  Anm,  2.  zum  §,  48.  verweisen 
zu  können.  Da  nach  allen  bisherigen  Sterbensordnungen  übri- 
gens die  Leibrenten  für  das  Alter  von  o  an  bis  etwa  in  das  gte 
Jahr  zunehmen,  von  da  an  aber  wieder  abnehmen,  und  jetzt  die 
Sterbliclikeit  in  den  frühern  Jahren  der  Kindheit  bey  weitem 
nic!;t  melir  so  grofs  zu  seyn  scheint,  als  sie  in  den  Tabellen 
angegeben  ist,  so  würde  ich  rathen,  als  Regel  festzusetzen,  dafs 
für  jedes  Kind  unter  9  Jahren  so  bezalilt  werden  solle  als  ob 
es  schon  9  Jahr  alt  wäre. 

Zweitens.  Bey  Festsetzung  des  Leibrententarifs  mufs  man 
nicht  aufser  Acht  lafsen,  dafs  gewöhnlich  die  Leibrenten,  so 
wie  sie  in  den  Handbüchern  angegeben  worden,  nur  auf  volle 
Jahre  berechnet  sind,  wie  im  $,  G5  u,  folg.  vorhergezeigt  ist. 
Wenn  daher,  wie  es  gebräuchlich  ist,  die  Leibrenten  auch  für 
die  Theile  des  Jahrs,  welche  die  Absterbenden  jedesmal  noch 
durchlebt  haben,  oder  auch  in  mehreren  Terminen  bezahlt  wer- 
den sollen,  so  mufs  man  die  Correöionen,  die  in  den  §.  §,  67 
bis  73  angegeben    sind,    hinzufügen.       Diese     CorreSion    kann 

I 

beinahe    betragen,   welches  für   die  meisten  Alter  mehr 

2  r 

ausmacht,  als  wenn    die    Personen    um  ein  ganzes   Jahr  jünger 

wären. 

Drittens.      ^Vill    man     den    Tarif  nicht    für  alle  einzelne 

Altersjahre   bestimmen,  sondern   die     Personen    etwa    von  fünf 

zu  fünf  Jahren  in  die  nämliche  Clafse  ordnen,  so  mufs  man  zur 

Sicherheit  der  Kafse  festsetzen  ,    dafs     alle  Personen  einer  und 

derselben  Clafse     (Kinder  unter  g  Jahren,   wovon  vorher  schon 

geredet  ist,  ausgenommen)   den    Einschufs    so    als     ob  sie  von 

dem    ji;ni?,sten     A'ter     dieser    Clafse    wären,    bezahlen    sollen. 
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Wollte  man  den  Einsatz  in  jeder  Clafse  nach  einem  Durc'i- 
schnitt  bestimmen,  so  wäre  dieser  Einschufs  für  die  Jüngern 
Personen  zu  klein,  und  es  wäre  zu  erwarten,  dafs  verhältnifs- 
mäfsig  mehr  Personen  von  dem  niedrigem  als  dem  höhern 
Alter  jeder  Clafse  eintreten   würden. 

Viertens.  Will  man  gestatten,  dafs  Jemand  eine  aufge- 
schobene Leibrente  durch  temporäre  Beiträge  an  die  Kafse 
während  der  ersten  Jahre  seines  Eintritts  kaufe,  so  kann  dies 
freilich  ohne  grÖfseres  Risico  der  Kafse  gesci  eben,  da,  wenn 
der  Rentenlr.  r  auch  vor  der  Bezahlung  des  ganzen  Werths  der 
eventuellen  Leibrente  sterben  sollte,  zugleich  die  Leistung  v';n 
Seiten  der  Kafse  wegfällt.  Indefsen  würden  in  diesem  Falle 
die  jäl  rlichen  Beitrage  nach  dem,  was  vorher  §,  io5  angeführt 
worden,  zu  bestimmen  seyn.  Wenn  aber  A  eine  bestimmte  Zeit 
lang  einen  jährlichen  Beitiag  an  die  Kafse  entrichten  wollte,  um 
dem  B  eine  gewifse  entweder  sofort  laufende  oder  aufgescho- 
bene Leibrente  zu  verscJiafTen,  so  hätte  die  Kafse  bey  diesem 
einen  Geldgcsdiäfte  ein  zwiefaches  Risico  zu  übernehmen  , 
einmal,  dafs  A  vor  der  mittleren  Zeit  stirbt,  das  andremal 
dafs  B  über  die  mittlere  Zvit  lebt;  diese  letztere  Alt  der  Be- 
za'ilung  der  jälulichen  Beiträge  könnte  man  also  nur  dann 
gestatten,  wenn  bey  einem  grofsen  Umfange  der  Anstalt  zu 
er'.varten  wäre,  dafs  der  Nachtheil  und  Vortlieil  sich  elniger- 
maafsen   ausgleichen. 

Fünftens  Bey  Anstallen  von  geringem  Umfange  müfsto 
man  ein  nicht  zu  grofses  Maximum  für  das  Risico  auf  ein 
einziges  Leben  bcslimmen,'  t'a  sonst  das  kürzere  oder  längere 
Leben  einer  einzigen  oder  einiger  wenigen  Personen  einen 
nachtheiligen  Einflufs    auf  den  Bestand  des  Instituts  haben  kann. 

Sechstens,  Bey  allem  dem  ist  es  sehr  ratnsam,  von  Zeit 
zu  Zeit  die  RiLmz  der  Anstalt  aufzumachen.  Aufser  dem  haa- 
ren VermÖgeti  der  Kafse  an  Geld,  Elfeaen  und  Aufständen 
rechnet  man  zu  dem  Creeit  derselben  den  Werth  der  noch  zu 
leistenden  Eeiuäge,  und  swar  nach  dem  der  Anstalt  zum  Grün- 
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gelegten  Tarif  und  tiem  jedesmaligen  Alter  der  Contribuenten, 
Um  das  Debet  auszumitteln ,  wird  zu  dem  gegenwäi- Ligen 
Schuldenbetr;ig  der  Kafse  ebenfalls  der  Werth  sammtlicher  zu 
zahlenden  Leibrenten  ,  nach  dem  angenommenen  Tarif  und 
dem  jedesmaligen  Alter  der  Rentenirer,  hinzugefügt.  Sollte 
auch  das  Credit  das  Debet  übertreffen,  so  ist  es  doch  nicht 
rathsam,  zu  Gunsten  der  Rentennehmer  eine  Veränderung  in 
dem  Tarif  oder  den  Renten  eher  vorzunehmen,  bis  nach  einer 
beträchtlichen  Reihe  von  Jahren  sich  zeigt,  dafs  der  Ueber- 
schufs  fortwährend  zunehme.  Ist  das  Debet  gröfser  als  das 
Credit,  so  mufs  man  die  Erhöhung  des  Einschufslarils  oder 
Herabsetzung  der  Leibrenten  nicht  zu  lange  aufschieben.  In  dieser 
Hinsicht  ist  es  rathsam,  gleich  in  dem  Plane  festzusetzen,  dafs 
jeder  Interefsent  sich  den  Verändrungen,  welche  die  Umstän- 
de erfordern  möchten,  unterwerfen  müfse.  Dies  ist  auch  des- 
wegen rathsam,  weil  bey  der  zuverläfsigsten  Berechnung  und 
der  vollkommensten  Verwaltung  doch  unvermeidliche  Verluste 
von  Kapitalien  eintreten,  die  Zinsen  durcji  die  Zeitumstän- 
de oder  gesetzliche  Anordnungen  herabgescczt  werden  kön- 
nen etc. 

Siehentens.  Hat  die  Kafse  Nebeneinnahmen,  so  ist  es  am 
zweckmäfsigsten,  davon,  so  lange  keine  Unterbilanz  Stattfindet, 
den  Interefsenten  temporäre  Erleichterungen  oder  Zulagen  zu- 
zugestehen. Dies  würde  aber  wohl  im  Plane  gleich  anfäng- 
lich zu  bestimmen  ,  und  über  diese  Nebeneiunahmen  eine  be- 
sondre Rechnung  zu  führen  seyn. 
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Sechstes    Kapitel, 

Von 
Anw  artschaft  en^  die  vom  Lehen  einer  einzigen  Per- 
son abhängen. 


§.  107. 
Eine  Pefsörl  vom  Altera  hat  ain  Ende  des  nten 
Jahrs  eine  Summe  =  i  zu  erwarten,  wenn  sie  dann 
noch  leben  sollte  (widrigenfalls  die  Zahlung  gans 
Avegfällt);  man  fragt  nach  dem  gegenwärtigen  Wer- 
the  dieser  Summe.  Der  gegenwärtige  Werth  ei- 
nes am  Ende  des  nten  Jahrs  unbedingt  zu  zahlen- 
den  Tlialers    ist  z=z  ,  und  dies  würde  die    Suni- 

rn 

me  I  für  die  Person  werth  seyn,  wenn  es  gewifs 
wäre,  dafs  sie  am  Ende  des  nten  Jahrs  noch  leb- 
te.    Da  aber    die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  sie  dann 

n  - 

noch  lebe,=:  - —  Ist,  so  ist  der  gesuchte  Werth  der 


zu    erwartenden    Summe   =: • 

Arn 


§'  108* 

Wenn  die   Bedingung    dahin    ginge,    dafs  falls 
eine  Person  vom  Alter  a  innerhalb  n  Jahren  sterben 

N 
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würde,  die  Summe  I  am  Ende  des  iiten  Jahrs  be- 
zahlt werden  sollte;  so  wäre  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  die  bestimmte  Person  innerhalb  der    gegebenen 

u  n 

A  —  A—  h — , 

Zeit     sterbe ,      =     r =  I ' 

Xi  A 

Und  folglich  der  gegenwärtige  Werth  der  angegebe- 

n  n 

A  —  A—  T  A— 

nen      bumme     =     -. =  •  —  — ? 

A  rn  rii         .  iV  rn 

c\.  h.  gleich  dem  auf  n  Jahre  discontirten  unbeding- 
ten Werthe  der  Summe  I,  weniger  dem  haaren 
Werthe  auf  den  Fall,  dafs  die  Person  am  Ende  des 
Uten  Jahrs  noch  lebt. 

"Wenn  man  n  z=z  i   setzt,  so  hat  man  den  hier 

1 

„^      ,  A  -  A —  A  A         _ . 

gesuchten  Werth  =      — =  .    Dies  wa- 

^  Ar  A  r 

re  also  der  Werth  der  Prämie,  wenn  Jemand  auf 
den  Fall,  dafs  er  innerhalb  des  nächsten  Jahrs  ster- 
ben sollte,  seinen  Erben  die  Summe  I  zusichern,  oder, 
wie  es  zuweilen  ausgedruckt  \yird,  sein  Lehen  auf 
ein  Jahr  versichern  wollte. 

Ex.  Für  eine  Person  von  50  Jahren  wäre  die- 
se Prämie  nach  Süfsmilchs  Sterbensordnung  und  dem 
Zinsfufse  von  4  Procent  =  jgg  0,96153  =  0?0288. 
Wollte  die  Person  also  500  Rth,  versichern,  so  wä- 
re die  Prämie  =  I4j4. 


$.  109- 
Wenn  eine  Anzahl  von  Personen    des  Alters  a 
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übereingekommen  wäre,  dafs  für  eine  jede  dersel- 
ben bey  ihrem  Absterben,  und  zwar  am  Ende  des 
Sterbejahrs,  die  Summe  I  bezahlt  werden  sollte,  so 
wäre  überhaupt  zu  zahlen  am  Ende  des  ersten  Jahrs 
A  A,  am  Ende  des  zweiten  Jahrs  A  A-,  des  dritten 
Jahrs    A  A^    etc.     und    am    Ende    des    xten    Jahrs 

X—  r 
[d  A  .  Wenn  man  jede  Zahlung  auf  dem  An- 
fangstermin discontirt  und  die  Summe  dieser  dis- 
contirten  Zahlungen  durch  die  anfängliche  Anzahl 
der  Personen  dividirt,  so  erhält  man  den  Werth 
der    zu    zahlenden    Summe    I  für   jede    Person    ::r=: 


A 


r^       •       r*         '  •       rx 


.AA^ 


1  y7  _A_— 

=    -T~  r .     Dies  ist  eben  derselbe    Ausdruck, 

Ar-'      r° 

der  vorhin  bey  Berechnung  der    Leibrenten    schon 

bestimmt    und  dort  mit  ^a  bezeichnet    wurde;    der 

gedachte  Werth  wird  künftig  auch  der  Sterbgthaler 

genannt  werden. 


§.   109.    b. 

Nach  der  im  vorhergehenden  §.  aufgestellte« 
Formel  läfst  sich  vermittelst  einer  einzurichtenden 
Hülfstabelle  der  Werth  des  Sterbethal ers  für  jedes 
Alter  sehr  leicht  berechnen.  Man  dividire  nämlich, 
um  diese  Hülfstabelle  einzurichten,  das  Decr^ment 
für    jedes  Altersjahr  vom  Jahre  0  an  bis    zum    Jah- 

N  2 
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re  z,  wenn  dies  das  höchste  Altersziel  ist,    mit    den 

auf  einander    folgenden    Potenzen    von    r,    nämlich 

wenn    die    Grundzahl    der   Tabelle    für   das  Alter  o 

mit   F  bezeichnet  wird    ^  F-    mit    r,  A  F-  mit  r', 

n  —  1 
überhaupt  A^  mit  rn  ,  imd  schreibe  diese    dis- 

contirten  Decreniente  bis  zum  höchsten  Alters- 
ziel unter  einander;  dann  summire  man  diese  Reihe 
von  unten  auf  und  setze  jedesmal  die  Summe  von 
m  Gliedern  neben  das  mte  Glied  von  unten.  Sucht 
man  nun  den  Werth  des  Sterbethalers  für  das  Al- 
ter a,    wofür  die    Altersergänzung  =  z  —  a  z=.  x, 

a 
und    die    Zahl  der  Lebenden  =  F       =  A  ist,    so 

nehme  man  aus  der  Tabelle  die  bey  dem  Alter  a  ste- 

he7ide  Summe   der  discontirten  Decremente  und  divl- 

dire  dieselbe  mit  der  zu  demselben  Alter  gehörigen 

discontirten  Zahl  der  Lebenden.     Die  gedachte  Sum- 

a 

me  der  Decremente  ist  nämlich  = ; 4- 

a  f  1  a  f  2     • 

'^F ,      aY ,  AA         ^ 

ra  f  2      '  ra  1 3  ra  1 1 

AA.^  aA.3^    ,  .      ,       ^.  . 

* — ; — ■  4-  — — — ^  ...  so  Wie  der  Divisor  = 

a 

F-  A  .  . 

= ;     folizlich      wird     der     Quotient     = 

ra  ra  °  ^ 

AK      ^     AA.^    ,      AA^    ,  A 

C— 7 — 1 — h  —i  --+•.) ; = 

ra  t  i  ra  1 2  ra  t  d      '  ra 
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§.  HO. 

Da,  wie  oben  §.    69«   bereits   gezeigt    worden, 

I  l  a.  ^.     _    ., 

^a.  =  • ,  so  kann  man,  wenn  die  i-ieibren- 

r  p  r 

ten  -  Tabellen    einmal  berechnet    sind,    auch    hieraus 

denWerth  des  Sterbethalers  finden,  indem  mani9^a=: 

I  X  a.  I  ^  '^    ,  , 

= (I    —    — )  berechnet. 

r  p  r  r  p 

Ex.  Es  werde  der  Werth  des  Sterbethalers 
für  das  Alter  von  40  Jahren  nach  Süfsmilchs  Ster- 
bensordnung und    dem  Zinsfufse  zu  4   Procent    ge- 

-  .         -  I  A  a 

sucht  ;     hier     ist     ( i    —    — )  r=  0,9(5153. 

r  P 

■  ,  i3,i565       V  ,  . 

(  I )  =  0,96153  Cl  —  0,52026)  = 

0,4555. 

# 

§.  III. 

Wollte     man    den    Werth     des    Sterbethalers 
durch  die  Differenzen  der    Decremente    bestimmen, 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  (§.   65-)  f  ■ 

1         //-  A— 

=    pr     (A  A r ^;,   also,  da -ö-a  ==, 

YiJ        r» 
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-V  iAA r > 

A  r   7       ro     > 

Ebenfalls  könnte  man,  anstatt  dieser  zweiten 
Differenzen  der  Hauptreihe,  die  dritten  Differenzen 
bey  Bestimmung  des  Sterbethalers  gebrauchen.     Es 

ist  nämlich  nach  §.  65,    P ==: 

♦^        r 

pr  {^A-  A /  )  ,    wonach    also    ■ö-a    = 

r  «^        r 

y^  {AA  —^  A^A'\--^  f  — ^^yürde.    Woll- 

te    man   die  vierten  Differenzen  gebrauchen,  so  hät- 
te man  auf  die    nämliphe  Weise  Oa.  = 

p  p*        //•♦  AS 

^(^A-p^aA  +  p^^^A-ii-/--— ). 

Anm,  Da  die  Differenzen  keine  sehr  grofse  Zahlen  sind, 
«nd  die  Tabelle,  wovon  im  §,  log,  b.  geredet  worden,  leicht 
«u  verfertigen  ist,  so  kann  es  wohl  nur  in  dem  Falle  ratbsam 
*eyn,  eine  andre  als  die  in  dem  gedachten  §.  ioq*  b.  angege- 
bene Metfiode  zn  Berechnung  des  Sterbethalers  zu  gebrauchen, 
wenn  man  jene  Tabelle  noch  nicht  hat,  dagegen  aber  die  Leib- 
rente]s,-Tabellen  besitzt. 


§'  112. 

Vorher  im  §.  109  ist  vorausgesetzt,  dafs  der 
Sterbethaler  jedesmal  am  Ende  des  Sterbejahrs  be- 
zahlt werden  solle.  Will  man  annehmen,  dafs  das 
Absterben  der  Personen  nach  einem  Durchschnitt 
in  der  Mitte  des  Jahrs  geschehe,  und  dafs  der  Ster- 
bethaler durchgängig  in    der    Mitte    des   Jahrs    be- 
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X 

zahlt  werde ;  so  ist  der  Werth  defselben  zr  r*  ^a,    wo- 
für   man    auch    wohl    ohne     beträchtlichen    Fehler 

r+  1 

d-a.  setzen  könnte. 

3 

Wenn  aber  der  Sterbethaler    jedesmal    in  dem 

Augenblick,     wo  der    Todesfall    erfolgt,   bezahlt  und 

der  Werth  danach  genau    bestimmt   werden    soll,  so 

.  .  .  TT 

ist  er ,   übereinstimmend  mit  §.   34,  =    ^ — ■  ■0^  a  = 

P 

- — -    (I    —    — ) ,      Für    r   =:    1,04    wäre  dieser 
V^  P 

Werth  ==  1,01987  ■^a. 

Anm,  Tetens  hat  in  seiner  Einleitung  etc.  untei  Nuni» 
XXI.  eine  Tabelle  über  die  Werthe  des  Sterbethalers  für  jedes 
Alter,  nach  Süfsmilchs  Sterbensordnung  und  zu  4  Procent  be- 
rechnet ,  hinzugefügt.  Er  nimmt  aber  dabey  an ,  dafs  dio 
Sterbethaler  durchgängig  im  Anfange  des  Jahrs  bezahlt  wer-- 
den  sollen,  und  jeder  von  den  dort  angegebenen  Werthen  ist 
daher  nach  der  hier  gebrauchten  Bezeichnung  ZU  r  {^  a.  Dies 
r  ^  a  pflegt  Tetens  auch  schlechtweg  mit  T  zu  bej:eichneu,  so 
•wie  er  dagegen  das,  was  hier  ^ß^a.  benannt  ist,  durch  R  aus- 
druckt, wonach  also  bey  ihm  T  13  r  R  ist.  Diese  Ausdrücke 
■werden  indefsen  zuweilen  unbestimmt  ,  da  man  nicht  immer 
gleich  sieht,  auf  welches  Alter  sich  T  und  R.    beziehen. 


§.  113. 

Sollte  der  Sterbethaler  erst  vorn  n  -f-  Iten  Jah- 
re^ an  bezahlt  werden ,  falls  nämlich  die  Person  A 
dann    erst  sterben  sollte,  so  wäre  der    gegenwärtige 
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n  nf  r 

Werth  derselben  =  —  i— 1 — 1- 

A     ^  rn  1 1     '  rn  1 2    ~ 

n  -}-  2  n  n 

AA ,      ^        A—    1  AA— 

— — {-..)  =- r JL. 

rn  1 3  Arn      n    ^        r  i 

A- 

n  t  r  n 

AK .  A— 


4- . .)  rr  —r t?  a  +  n,  d.  h.  elelch  dem 

r*  Arn  '  " 

Sterbethaler  für  das  Alter  a -j-  n,  discontirt  auf  n  Jah- 
re und  multlplicirt  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs 
am  Ende  des  nten  Jahrs  A  noch  lebe, 

"Wenn    aber    die    Anwartschaft    nur   auf   den 
Fall    bezahlt    werden    sollte ,    dafs  A  vmerhalh  der 
n  Jahre  stürbet  so  hätte  man  den  Werth    derselben 
n 

A- 


—  ^3. i9^  a  +  n.    Hiernach  fände  man  al- 

A  m 

so  den  Werth  der  Prämie,  wenn  ein  gegebenes  Le^ 
hen  auf  ebie  bestimmte  Anzahl  von  Jahren  versü 
chert  werden  sollte.  Wenn  r.  B.  a  =:  40  ist  und 
die  Versicherung  auf  5  Jahre  gehen,  auch  nach  der 
Süfsmilchschen  Mortalitätstabelle  und  dem  Zinsfufse 
Von  4  Procent  gerechnet  werden  soll,  so  hat  man 
n 


t^a    —    -^— t^  a  +  n  =  0,4555    —    0,821927. 

-|^  0,4996  =  0,4555  —  0,3722  =  0,1833- 

Wäre  n  =  I,  so  wäre  es  ersichtlich  bequemer, 
die  Berechnung  nach    §.   108«  anzustellen,    wo    der 

A  A 

Weith  für  diesen  Fall  =  -- —  angegeben  ist. 
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üebrigens  kann  man  den  zuerst  in  diesem  §. 
angegebenen  Werth  den  auf  geschobenen  f  letzteren 
aber  den    außiörenden    Sterhethaler  nennen. 

Anm.  Wenn  n  gröfser  als  i  ist,  so  gebender  §.  108  und  die 
zuletzt  angeführte  Formel  des  gegenwärtigen  §.  nicht  densel- 
ben Werth,  wie  auch  begreiflich  ist.  Es  hängt  zwar  in  bei- 
den Fällen  die  Zahlung  des  Sterbethalers  davon  ab,  dafs  A 
innerhalb  der  n  Jahre  sterbe.  Nach  §,  108  wird  aber  der  Ster- 
bethaler  erst  bezahlt  am  Ende  des  nten  Jahrs,  nach  dem  gegen- 
wärtigen §,  dagegen  am  Ende    des  Sterl-'-jahrs, 

§.  114. 

Wollte  eine  Person  vom  Alter  a  ihre  jährlich 
mit  I  zu  zahlende  Leihrente  während  ihrer  ganzen 
Lehzeit  bey  der  Kafse  stehen  lafsen  oder,  welches 
dafselbe  ist,  während  ihrer  Lebzeit  jährlich  I  Rth. 
bezahlen,  wofür  bey  ihrem  Tode  eine  im  voraus  zu 
bestimmende  Summe  bezahlt  werden  sollte,  so  mÜfs- 
te  man,  um  den  Werth  der  Summe  zu  finden,  den 
Werth  der  Leibrente  für  das  Alter  a  suchen,  und 
dann  berechnen,  welche  Anwartschaft  auf  den  Tod 
von  A  dafür  zu  erhalten  wäre,  d.  h.  wenn  die 
bey  dem   Tode    der   Person  A  zu  zahlende   Summe 

/l  a 

mit  t  bezeichnet  wird,  so  ist  t  — ,     oder     wenn 

•ö-  a 

die    Zahlung    der    Anwartschaft    in    der  Mitte  des 

X  a 
Sterbejahrs    geschehen    soll ,    t   =    • 

r^  &a. 
Ex.     Die    Person  sey   40    Jahr  alt,    so  ist  der 
Werth  ihrer  Leibrente  nach  Süfsmilchs   Mortalitäts- 
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tabelle  und  zu  4  von  Hundert  berechnet,  =:  13,1565 

Da  nun  der  Werth    des   Sterbethalers    für  das  Alter 

von  40  Jaliren  =  0,4555  ist,  so    kann    die    40jäh- 

rige  Person  für  die    Summe   von    1 3,1565  für  ihre 

i5,i565 
Erben  eine  Anwartschaft  auf   — ^"4555 —  ^==^ 

28j884  kaufen. 

Verlangte  Jemand,  dafs  bey  seinem  Tode  die 
Summe  I  ausbezahlt  werden  sollte,  und  würde  die 
jährliche  Rente  gesucht,  die  er  dafür  während  sei- 
nes Lebens  zu  bezahlen  hätte,  so  müfste  man  a9^a 
als  das  Kapital  ansehen,  womit  eine  Leibrente  für 
das  Alter  a  gekauft  werden  sollte,  und  den  jährlichen 
Belauf  dieser  Rente  suchen,  d.  h.  wenn  diese  jähr- 
liche Rente    mit  1  bezeichnet     wird,     so  wäre  I  HH 

I  X  3L 

•d-a.     r  pr  11  i  , 

Aa  Aa  r        Aa  p 

wenn  der  Todtenthaler  in  der  Mitte  des  Jahrs  zahl- 

1  ..  III 

bar  wäre,  ZI ( —  — "). 

r^        ^^  P 

Sollte  z.  B.  bey  dem  Tode  einer  vierzigjährigen 
Person  eine  Summe  von  100  F>^th.  und  zwar  sofort, 
d.  h.  im  Durchschnitt  in  der  Mitte  des  Jahrs,  bezahlt 

werden ,    so    wäre    r*  a'>a  =  o,46454>  und    Aa  =z: 

,        ,    100.0,46454 

13,1565,  also  1  =z  ^^- —   3,53097- 

Anm,  Herr  Morgan  giebt  in  seinen  Principles  etc.  für 
tlie  Berechnung  der  Snmme  ,  wozu  eine  während  der  ganzen 
Lebzeit  aufgesparte  Rente  mit  ihren  Zinsen  anwächst,  eine  an- 
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dere  aber  unrichtige  Formel.      Er  setzt  nämlich    Seite  54  und 

i5*    diesen    vverth    ! -^ 

A 

Der  Beweis  ist    in    Wesentlichem    folgender.      Dasjenige,  was 

die  A  A-    erhalten,  ist,  bis  zu  ihrem  Tode,   da     sie    am    Ende 

des   ersten  Jahrs  sterben,  ZZ  A  A^,    was  die    A  A'    erhalten, 

ist,  da  sie  am  Ende  des  zweiten  Jahrs  sterben,  ZZA  A-  (r  f  i)  ; 

eben  so  ist  dasjenige,  was   A  A^  erhalten,  ZZ  A  Al  (r^  "}"  r 

f  i)  etc.  Folglich  Avird  der  bis  zu  dem  Tode  der  verschiedenen 

Personen  accumullrte  Werth  der  Zahlungen,    über  alle  gleich- 

mäfsig  vertheilt, 


A 

Dies  Ware  aber  ein  Durchschnitt  von  dem,  was  alle  Interefsen- 
ten,  einige  mehr,  andre  weniger,  einige  früher,  andre  spater,  erhal- 
ten würden,  wobey  die  Werthe  auf  keinen  gemeinschaftlichen 
Termin  zurückgeführt  wären,  ein  Durchschnitt ,  den  man,  so 
viel  mir  bekannt  ist,  nirgend  gebraucht  und  nirgend  gebrauchen. 
]iann,  wovon  auch  Morgan  in  seinem  Buche  keinen  Gebrauch 
gemacht  hat,  wiewohl  er  eine  Tabelle  über  diese  Werthe  für 
alle  Altersjahre  seinem  Werke  angehängt  hat.  Was  man  in 
dieser    Hinsicht  lediglich    gebrauchen  kann,    ist    der    gleiche 
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Werth,  den  alle  Personen  defselben  Alters,  mögen  sie  späte* 
oder  früher  sterben,  bey  ihrem  Tode  für  die  aufgesparte  Leib- 
rente erhalten  können,    und  dieser    ist,  wie  im  gegenwärtigen 

f.  angeführt  worden,  «       Wie    grofs  der   Unterschied 

{^  a 

beider  Wertlie  ist,  ergiebt  sich  schon  daraus,  dafs  zufolge  Mor- 
gans Tabelle  die  bis  an  den  Tod  aufgesparte  Rente  einer  drel- 
fsigjährigen  Person  nach  der  Northamptoner  Sterblichkeitsta- 
fel und  dem  Zinsfufse  von  4  Procent,  ZZl  66,02g,  nach  der 
im  gegenwärtigen  §,  angegebenen  Formel  aber  ZZZ  54,465  ist» 


§.   115. 

Wenn  Jemand  seine  jährlich  mit  I  zu  zahlen- 
de Leihrente  n  Jahre  bey  der  Kafse  stehen  lafsen 
oder,  welches  dafselbe  ist,  n  Jahre,  in  sofern  er 
so  lange  lebt,  die  Rente  I  bezahlen  wollte  unter 
der  Bedingung,  dafs  dafür  bey  seinem  Tode  enie 
zum  voraus  bestimmte  Summe  bezahlt  werden  soll- 
te, so  wäre  die  Rente  als  eine  mit  dem  nten  Jahre 
aufhörende  Leibrente  zu   betrachten,    deren    Werth 


A  rn 

Werth  der  Summe  I,  die  bey  dem  Tode  der  Person 
vom  Alter  a  bezahlt  werden  soll,  =:  ^a.  ist,  so 
wird  der  baare  Werth  der  Anwartschaft ,  die  für 
den  gedachten  Belauf    auf    den  Todesfall  von  A  ge- 

n 

A—      -z 

Aa—  T —  ^a+  n 
Am 

Iiauft  werden  kann,  ~  — — ■ "^  ~ 


Von  Renten  etc^  auf  ein'einz.  Leben,<205 

Ex.  Der  baare  Werth  einer  mit  dem  iQten 
Jahre  aufhörenden  Leibrente  für  einen  Fünfzigjähri- 
gen ist  nach  Süfsmilchs  Tabelle  und  dem  Zinsfufse 
von  4  Procent  3r  6>58II»  Dagegen  ist  ^a  für 
dafselbe  Alter  =:  Oj5468>  folglich  wird  die  gesuch- 

-  ,    r  f>,58ii     

te     Anwartschait  =Z  — -~^-~-   —  12)03ö'. 

o,546S 

Wollte  man  umgekehrt  wifsen,  wie  grofs  die 
mit  dem  nten  Jahre  aufliörende  jährlich  mit  I  zu 
zahlende  Leibrente  für  die  Person  vom  Alter  a 
seyn  müfste,  wofür  die  Summe  I  bey  ihrem  Tode 
zu  erhalten  "wäre,  so  hätte  man  1  ZZ 
•^  a 

n  -  ^ 

A- 


A  a  — A  a  4-  n 

Am  *  , 

Ex.     Wenn  wieder    a    ZZ  50j  n  ^=  10  und  r 

zz    i,04j    so    ist    nach    der    Süfsmilchschen    Tabelle 

^  a  o,54G8 


0,5ön 

A—    ~ 


—   Oj08308. 


A  a r —  A  a  4-  n 

Ar"  ' 


§.    116.  a. 

Es  bestehe  eine  fortwährende  Gesellschaft  von 
einer  bestimmten  Anzahl  Personen  ZZ  n,  mit  der  Ver- 
pflichtung, dafs  bey  dem  Tode  jeder  Person,  und 
zwar  am  Ende  des  Jahrs,    worin    sie  gestorben,  von 

jeder  dann  noch  lebenden  Person  —    Rth,    bezahlt 

n 
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werde,  die  Personen  sollen  bey  dem  Eintritte  in 
die  Gesellschaft  durchgängig  vom  Alter  a  seyii,  bey 
d«m  Abgange  einer  derselben  tritt  eine  andre  von 
demselben  Alter  a  hinzu,  und  die  Gesellschaft  ist  be- 
reits zu  dem  Beharrungszustande  gekommen;  man 
sucht  den  Werlh  der  Zahlungen  jedes  Mitgliedes. 
Der  Beharrungszustand  tritt  ein,  wenn  die  zu  dem 
Alter  a  gehörige  Ergänzung,  die  ZZ  x  seyn  mag, 
abgelaufen  ist.  Wenn  nun  die  jährlich  eintreten- 
de Anzahl  von  Personen  ZZ  A  ist,  so  ist  die  Anzahl 
der  in  der  Gesellschaft  gleichzeitig  lebenden  Per- 
sonen  der  verschiedenen  Alter  fortwährend  m  A-  -]-> 

A^  4"  ^~  4"  •  •  4"  ■^^~^  oder,  wenn  die  A  Perso- 
nen jedes  J^hr  nicht  auf  einmal,  sondern  nach  und 

X 

nach  eintreten  ,    =  A^  -|-  A^   -[-  A^  -j-  .  .  -{-  A" 

+  f  UA.  +  ^  Ai  -}-  AA^  4-  .  .  +  -^A-) 
zu  f  A'-  4"  i  -A..  Ferner  ist  der  jährliche  Abgang 
in  der  Gesellschaft  von  den  Personen  A  zz  ^  A,  von 
Ai   =    AA^    etc. ,    folglich    überhaupt  ZZ   ^  A  4^ 

X 

^  A£  4-    AAS.   4-  . .  4-  ^  A—    zz   A.       Also    ist 

das    Maafs    der    jährlichen    Sterblichkeit    ZZ 

A  I 

,  wenn    nämlich    für  E  a 


/A'^  4-  I  A  E  a 

der  vollständige  Werth  genommen  wird,  und  wenn 
die  Anzahl  der  Personen  aller  Alter  in  der  Gesell- 
schaft ZZ  n  ist,  so  sterben  jährlich  --  —  Personen. 
Da  mm    die    eintretende    Person    vom  Alter    a  bey 
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jedem  Todesfall  —    Rth.  ,     also     in    jedem    Jahre 

^ —  Rth.    bezahlen  soll,    so     ist  der  gegenwärtige 
E  a 

Werth     dieser     Zahlung    z=i     — — ■  l  a.     Wenn  al- 

'-'  i.  a 

SO  z.  B.  a  ZZ  40?  so   ist  nach    Süfsmilchs    Sterbens- 

ordnuns  und  dem  Zinsfufse  von  4  Procent  — A  a 

^  £  a 

=  ——-»  I3jI565  =0,5811.     Wäre  a  =:  50,    so 

22,64 

hätte  man  — —  .    A  a  ZI  — /— -  10,7961  =  0,6369' 
E  a  16,9a 

Anm.  1,  Hiernach  würden  die  gewölinliclien  Todtentafsen  zu 
beurtheilcn  seyn,  wenn  dabey  ein  unveränderliches  Alter  für  die 
Eintretenden  festgesetzt  wäre,  und  diese  Anstalten  zu  einem 
Beharrungszustande  gelangten,  Gröfstcutlieils  gehen  sie  aber 
schon  vorher  wieder  unter ,  da  die  jährlichen  Zahlungen  den 
Interefsenten  zu  lästig  fallen,  und  Sicherheitsbestellung  Tür  die 
gehörige  Berichtigung  nicht  wohl  zu  erhalten  ist.  Dazukömmt 
noch  Folgendes,  Wenn  eine  Anstalt  dieser  Art  erst  errichtet 
wird,  so  ist  die  Anzahl  der  Sterbenden  und  der  jalirliche  Bei- 
trag gering,  die  Sterblichkeit  und  die  Beiträge  nehmen  zu,  so 
wie  die  Gesellschaft  älter  wird,  und  erreichen  ihr  unveränderli- 
ches Gröfstes  mit  Ablauf  der  Altersergänzung  x.  Die  später 
eintretenden  Mitglieder  werden  daher  durch  die  früher  einge- 
gangenen vervortheilt.  Der  wahre  mittlere  Werth  der  bey  je- 
dem  Todesfalle  zu  zahlenden  Summe  ist  nach  §.  log,  31   ■O'a  ; 

,        ,      ,  .  ,  A  a 

bey  der  hier  erwähnten  Gesellschaft  wird   er    aber  ZZ  • » 

E  a 

I         -ö-a 

und  beide  Werthe  verhalten  sich  zu  einander  wie  — —  ; . 

E  a      A  a 

Anstalten     dieser  Art  sind   daher    überall     nicht  zu    empfehlen. 
Wie  übrigens  die  Berechnung  ausfällt,  wcnu  die   Gesellschaft 


2,08  Zweiter  Abschnitt. 

von  Anfange  an  geschlofsen  wäre,  wird  weiter  unten  gezeigt  wer* 
den. 

Anm,  2.  Um  die  Natur  solclier  Gesellschaften  noch  nä- 
her zu  erläutern,  füge  ich  hier  ein  kurzes  Beispiel  hinzu.  Es 
bestehe  eine  Gesellschaft  wie  die  Vorhin  erwähnte,  deren  Mit- 
glieder bey  dem  Eintritt  go  Jahr  alt  sind,  und  es  sey  bereits 
der  Beharrungszustand  eingetreten.  Der  Kürze  wegen  nehme 
man  an,  dafs  die  Mitglieder  nicht  succefsiv,  sondern  im  Anfan- 
ge des  Jahrs  auf  einmal  eintreten,  und  dafs  folglich  nach  Süfs- 
milchs  Sterbensordnung  ihre  Anzahl  ZU  6f5-J-4f5f2 
f  I  IZ  2r,  der  jährliche  Abgang  und  Zugang  aber  IZI  6  sey* 
Da  nun  das  Absterben  als  continuirlich  und  in  jedem  Jahra 
gleichmäfsig  angenommen    werden    mufs,  so    leben  im  Durch- 

21   t  i5 
schnitt  während  des  Jahrs IZ  i8  Mitglieder,  die  bey 

6  Sterbefällen  contribuiren,      Soll    die    Leibrente  für  a  ZZ  90 
hiemit   zusammenstimmen ,     so    mufs   sie   ZU 

—  t 

f  (— A  (a  —  l)  "J*  A  a)  genommen    werden,  welches  für 

diesen  Fall,  zu  4   Procent    gerechnet,  ZI  2,7209  ist»  Hiernach 
—  I 

A— 

f  C-7 ^a  —  I  +  Aa) 

A  __       2,7209 

wird    also 


Ea  3 

0,906g,  dagegen  wird  {)■  a,  wenn  der  Sterbethaler  am  Ende  des 
Jahrs  bezahlt  werden  soll,  ZI  0,7837*  Wenn  mm  im  Anfange 
eines  Jahrs,  nachdem  der  neue  Zugang  eingetreten  ist,  dia 
Gesellschaft  geschlofsen  werden  sollte,  so  wären  die  festgesetz- 
ten jährlichen  Sterbethaler  imd  Zahlungen  folgendermaafsen 
zu  berechnen  : 
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Ü)        M         M 


y    tr^ 


5'     3 


U)       tJ 


^     f 


c 

c/5 

j_. 

«r 

TS 

a.' 

H« 

cw 

tn 

^ 

O 

oo 

p3 

r;« 

c- 

CO 

c-> 

x-^ 

M 

O 

O 

03 

o 

, 

a 

::d 

x^ 

»< 

M 

(J 

M 

M 

OA 

•«^ 

^ 

*- 

tn 

o 

* 

3- 

Wenn  man  diese  DefeSe    auf  den  Anfang  des  ersten  Jah«  diS" 

89,865      __ 


contirt,  so  betragen  sie 


4,9925  ,    welche  zu.  Be- 


streitung der  planmafslgen  Zahlungen  fiir  die  Mitglieder  feh- 
len» Wollen  also  die  neu  eintretenden  Interefsenten  sich  mit 
einem  Entrepreneur  darüber  vereinigen  ,  dafs  sie  ihre  Zahlung 
gleich  bey  demEintritt  in  dieGesellschaft  auf  einmal  abirtachen,  und 
soll  die  Zahlung  für  alle  eintretenden  Interefsenten  gleich  aej'n  J 
so  müfsen  die  jedes  Jahr  hinzukommenden  öechs  neuen  Mit-" 
glieder    nicht    nur    den   haaren    Werth    des  Sterbethalers  ^  a  > 

.0 
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sondern  auch  die  Zinsen  des  von  dem  Entreprenenr  zu  leisten- 
den Vorschufscs  mit  o,o4,4,9g25  ZZI  0,1997  bezahlen,  welches 
letztere  für  Jeden  o,o532  betragt»  Folglich  hat  jeder  ein- 
tretende Inlerefsent  ein  für  allemal  zu  entrichten  0,8757  f 
o,o552  m  0,9069,   wie  oben  angegeben  worden. 

Man  könnte  auch  sowohl  die  Lebensdauer  als  die  Leibren- 
te von  a  ohne  Correction  gebrauchen;  dabey  müfste  man  aber 
ziigleicli  annehmen,  dafs  nur  die  am  Ende  jedes  Jahrs  noch 
lebenden  Mitglieder  zu  den  ■während  defselben  eingetretenen 
Sterbefällen  contribuiren.  Wenn  nun  wieder  im  Anfange  des 
Jahrs  21  Interefsenten  vorhanden  sind,  so  sterben  davon  jähr- 
lich 6,  und  es  contribuiren  i5,  folglich  ist  dann  der  planmäs- 
sige    Eeiti-ag    bey    jedem    Todesfall   l^     ^^.     Hier  wird  nun, 

Aa  2,2841 

wenn  man  wie  vorhin  rechnet, —-z^ ZU  — —  ZU    o,9i36, 

E  a  2,50 

Ferner  erhält  man  die    Defecle  für   die  verschiedenen  Jahre  o, 

i5         a4         27         24                 i5 
— r- ,    — r— )  — -— ,    ■    ,       und    — r- ,  welches,  auf  den  Anfangs- 
j5         13         i5         i5                 10 
89,805 
Termin    discontirt,     ZU    — - — ZZ  5,991  Ist,  wovon  die  jährl» 

Zinsen  zu  4  Procent  0,23964  betragen,  und  der  auf  jeden  der 
sechs  neuen  Interefsenten  fallende  Theil  ZZ  0,05994  ist.  Da 
nun  ^9- a  zr:  0,8737,  «o  hat  man  wieder  ^  a  \  0,03994 
ZZ  ü;8757  -f  o,o5g9  ZZ  0,9126. 

§.  116.  b. 
Da  nach  dem  Vorhergehenden  -ö^a  der  Werth 
der  Summe  I  ist,  welche  am  Ende  des  Jahrs,  wor- 
in A  stirbt,  bezahlt  werden  soll,  so  ist  überhaupt, 
wenn  zu  dieser  Zeit  eine  andre  Summe  =  P  be- 
zahlt werden  sollte,  der  gegenwärtige  VTerth  die- 
ser Summe  z=z  ■Oa.  P.  Wenn  also  nach  dem 
Tode  von  A  eine  andre  Person,  dann  von  dem  be- 
stimmten   Alter    b,    die  Jahr-Rente   I    auf  iln-e  Le- 
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beuszeit  geniefsen  sollte,  und  zwar  so,  dafs  diese  Ren» 
te  von  dem  Ablauf  des  Jahrs,  worin  A  slir])t,  an* 
finge    zu  laufen,    so  wäre  der  jetzige    Werth    dieser 

T    •  I  ^a 

Leibrente    =r   ^  a  .  A  b    =    C )  ^  b ;  soll* 

r  pr 

te  die  Rente  aber  zu  Ende  des  Jahrs,  worin  A  stirbt> 

zum    erstenmal    bezahlt  werden,  so  hätte    man   den 

jetzigen     Werth     derselben    =:    r  .  ^  a  .  A  b    =; 

Aa     • 

(I    — ')  A  b.     Wäre  z.  B.  A  40  Jahre  alt,  und 

P 

sollte  nach  seiiiem  Tode  eine  Person,  dann  20  Jahre 
alt,  zum  Genufs  einer  Leibrente,  die  am  Ende  des 
Sterbejahrs  zuerst  fällig  würde,  berechtigt  werden; 
so  würde  nach  Süfsmilchs  Mortalitätstabelle  und 
dem  Zinsfufse  von  4  Frocent  der  jetzige  Werth 
Aa  13,1565 

=  a__)  ,h  =  (i  -  — ^^'^) 

16,7905  =  7,9540. 

Würde  anstatt  P  eine  Rente  I  auf  n  Jahre  ge» 
setzt,  die  am  Ende  des  Sterbejahrs  zum  erstenmal 
^fä^ig    werden    sollte ,    so    wäre   der    jetzige    Werth 

=  0  — -:>  p  (I  -— )==cp~Aa)a— — > 

p  rQ  ru 

Sollte   aber    von    der    näralicheu    Zeit   an  diö 

Jahrrente  i  immerfort  bezahlt   werden,    so    ethieltö 

man  den  gegenwärtigen  Werth  derselben 

Aa 

=  Cl  —  )  p  ^  p  — .  A  a, 

P 
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§.  116.   c. 

Es  soll  bey  dem  Tode  sowohl  eines  jetzt  leben- 
den Nutzniefsers  eiiifes'  Guts  vom  Alter  a,  als  eines 
jeden  Nachfolgers,  der  bey  dem  Antx'itt  das  nämli- 
che Alter  a  haben  soll,  ein  Lehngeld  r=  F  befahlt 
werden,  man  sucht  den  Werth  dieser  Zahlungen  auf 
beständig.  Nimmt  man  ri)a  für  den  vollständigen 
Werth  des  Sterbethalers  an,  welche  Annahme  für 
den  Fall  sehr  nahe  zutrifft,  da  die  Personen  im 
Durchschnitt  a  -|-  |  Jahre  alt  sind;  so  ist  der  \Yerth 
der  ersten  Zahlung,  nämlich  bey  dem  Tode  des 
jetzigen  Nutzniefsers,  ZZ  r  i)  a  .  F  ,  der  der  zweiten 
Zahlung  wird  ZZ  r'-ö-a-F,  der  dritten  izr'a9^a'F  etc. 
ins  Unendliche.  Folglich  wird  der  gesammte  Werth 
ZZ    (ir&a.  4-  r=^a=    -{-  r''0-a»    4-    r«o )  F.      Nun    ist 

P  —  ■^•^                           I  j  r  -D   • 

r  -ö"  a   zz    — = ■  m ,  und  chervei- 

P  __J^ 

p  —  A  a 
he  der    Potenzen     dieses    ächten  Bruchs  vom  ersten 
Grade    an     ins    Unendliche    ist     nach     §\     40-     ^^ 

. ,  zz  •— ^^ '■ .       Folslif-h    wird 

p  —  A  a 

'  p    —    A  a 

der  besuchte  Werth  — ■.  r. 

^  A  a 

Wäre  die  jetzt  lebende  Person  vom  Alter  b,  die 
Nachfolger  sollten  aber  jedesmal  vom  Alter  a  seyn, 
so  wäre  der  Werth  der  ersten  Zahlung  =^  rO^b  F, 
der    Werth   aller    folgenden  Zahlungen    aber  zz 
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Aa 


—    A   0 


so    hat    mau   den   gesamnjlen    WeiHli, 


Ci  T . ;  ;: ^  •    — 

/  a  p 

P  P     —     ^     ^  J?     P      —      '^-^  TP 

A  a  p  A  a 

Ex.     Der  gegenwärtige  Nutznielser  sey  40  Jahr 

alt,   die  Nachfolger  sollen  jedesmal  mit   dem    25sten 

Altersjahre  eintreten  nnd  das  Antrittsgeld ^IZ  JOO  seyn. 

Hier  ist  ^lach  dem   Zinsfulse  von  4  Procent  und  der 

Sftfsmilchschen  Sterbensordnung  der  gesuchte  WertlilZ. 

25  —  i5,i5G5  11,8455 

100— --—  .  100  —  74,082. 


15,987  15,987 

Anstatt    F    kfinn    man    auch    den    Werth    der 

Leibrente   I  für  das  Alter  a  setzen,  Und  man  erhält 

dann     im    ersten   Falle    den    gesuchten    Werth    =:ii: 

p  —  A  a  

,  l  a.  —  p  —  A  a,    im  zweiten  Falle — 

/  a 

P  —  ;.  b  _  .  .         . 

; .  Aa  —  p  —  Ab.    Nimmt  manlüemi  die 

A  a  ^ 

Leibrente  für  den  gegen wärtigenErblafserA  oder  B,  so 

hat  man  den  ganzen    Werthirn  ersten  Falle  —   p  — 

A  a    -{-    A  a    iz     p,  im  zweiten  =  p  —  A  b  ~[~  ^  '^ 

' P?  wie  es  seyn  mufs,   indem  die  Leibrente  durch 

die  Succefsion  eine  immerwähreiade  Rente  I   wird. 

Aiim.  1.  Morgan  giebt  in  seinen  Principles  and  docti-iiiö 
etc.,  jedoch  ohne  Beweis,  Anilösunsen  mehrerer  ähnlicher  Auf- 
gaben. Ich  begnüge  mich  aber,  da  Fragen  dieser  Art  aufser 
England    sehr    selten    vorkommen,    hier    jm  Allgemeinen    die 
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Methode  der  Auflüsyng  anzugeben,  und  den  Leser  darauf  au f- 
»nerksain  zu  maclien,  dafs  anstatt  ;i  a,  A  b,  F  etc,  auch  Verbin-^ 
dungsrenten,  Renten  des  Läugstlcbenden  etc.  gesetzt  werden  köu'?' 
jien.  Uebrigens  kann  man  hieinit  die  Aufgabe  des  §.  02  ver- 
gleiclien. 

Anm.  2,  Die  vorhergehenden  §,  §^  enthalten  die  the- 
cretischen  Grundsätze  zur  zweckmäfsigen  Einrichtung  der 
Ti)dten:  oder  Eegrähmfs  i  Kafseut  Soll  nämlich  bey  diesen 
Kafsen  die  Regel  befolgt  werden,  dafs  im  Allgemeinen  dia 
Xicistungen  und  Vortheile  der  verschiedenen  Interefsenten  in 
dem  nämlichen  Verliallnifse  stehen  mlifsen,  50  mufs  der  Werth 
des  Todtenthalcrs,  so  wie  er  vorher  angegeben  worden,  dem 
Tarif  fum  Grunde  liegen.  Will  man  nicht  für  jedes  einzelne 
Altersjahr  einen  besondern  Ausatz  haben,  so  kann  man  auch 
hier  wohl  je  fünf  und  fünf  Jahre,  ohne  beträchtliche  Ungleich- 
heit, in  eine  Klafse    zusammennehmen, 

Dabey  ist  es  für  die  Kalso  aiu  zuträ'glichsten,  dafs  det 
Werth  des  Todtenthalers  sofort  baar  von  dem  Eintretenden  er-- 
Jegt  werde.  In  diesem  Falle  mufs,  wenn  man  mehrere  Alters-« 
Jahre  in  eine  einzige  Klafse  zusammenfafst,  die  Taxe  jeder 
Klafse,  zur  Sicherheit  der  Anstalt,  nach  dem  höchsten  Altcv 
jn  derselben  bestimmt  werden» 

Will  man  gestatten ,  dafs  der  Werth  des  Sterbethalers 
durch  jährliche  Beiträge  während  der  Lebzeit  der  Interefsen-. 
\Qn  aufgebracht  werde,  so  ist  dieser  Beitrag  für  1  Rth,  der 
Anwartschaft    aul    den     Todesfall    nach    §.     ii5    ZZ 

I  I  I     \  .       ,      1  •  r 

( — ).      Auch    hier  muls  man,    wenn 


r  A  a  p 

Klafsen  für  mehrere  Altersjahre  gemacht  werden  sollen,  wieder 
die  Taxe  nach  dem  höchsten  Alter    der  Klafse    bestimmen,  da 

I  I  .... 

.=   um   so  gröfser  wird  ,    je    kleiner    ),  a  ist, 

?.a  p 

Uehrigöns  trägt  die   Kafse    bey  diesem    Contributionsfufse    ein 
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zwiefaches  Risico,  einmal,  dafs  die  Leislnng  des  Coutribuen- 
ten  vor  der  erwarteten  Zeit  aufhöre,  ^weitens^  dafs  die  Zah- 
lung für  ilin  vor  dieser  Zeit  eintrete,  und  mau  mufs  auch  aus 
diesem  Grunde  den  Contributionsfufs  mögllclist  zu  vermeide« 
suchen. 

Ueber   mehr     zusammengesetzte    Begrabuifs-Kafsen     seho 
man  Abschnitt  III  Kap,  ö.         , 


Dritter      Abschnitt. 

Von 
Menten  und  Amv art schuf ten^  die  von  zweier  Perso- 
nen Lehen    abhängen. 

Erstes     Kapitel. 

Von 

dem   Xusamrnenlehen,  dem  Ueberlehen  und  längsten 

Lehen  unter  zwey  Personen, 

^  117. 

•«L-^ine  Anzahl  Personen  vom  Alter  a  lebe  mit 
einer  gleichen  Anzahl  von  Personen  vom  Alter  b 
im  Anfange  eines  Jahrs  zusammen,  so  dafs  jede  Per- 
son vom  Alter  a  mit  irgend  einer  Person  vom  Alter 
b  als  ein  Paar  angesehen  wird;  man  fragt,  wie  viel 
von  diesen  Paaren  am  Ende  eines  bestimmten  nten 
Jahrs  nach  den  Mortahtätstabeilen  noch  vorhanden 
seyn    werden. 
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Wenn  A  die  Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  a 

und  B  die  Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  b    ist,    so 

nehme    man  der  Bequemlichkeit  wegen  an,  dafs  die 

anfängliche  Anzahl  der  Paare  "zzz  A  B   sey.     Von  A 

Personen  des  Alters  a  leben  nun   nach  Verlauf   von 

n 
n  Jahren  zufolge  derTabelle  nochA     ,  folglich  von  AB 

n 
Personen  noch  A      B,  dagegen  sind   dann  von   den 

n 
A  Personen  verstorben    A  —  A    -,  und  von  den  AB 

n 
Personen    (A  —  A     )    B.      Eben    so  leben    von    B 

Personen    des   Alters    b    am  Schlufse  des  nten  Jahrs 

n 
noch  B —  Personen,  und    folglich  von  A  B   Personen 

n  • 

noch  A  B     ,  gleichfalls  sind  von  den  B  Personen  B  — 

n  n 

B~,  und   von  den  A  B  Personen  A  (B  —  B" )ver- 

etorben.  Von  den  Personen  A,  die  am  Ende  des  nten 
Jahrs  noch  leben,gehört  einTheil  zu  den  noch  lebenden 
Personen  B,  der  andre  aber  zu  den  bereits  verstorbenen 
B,  und  da  die  Personen  A  unter  sich  so  wie  die  B  unter 
sich  in  Ansehung  der  Sterblichkeit  als  gleich  angenom- 
men werden,  und  es  nur  auf  die  Anzahl  der  Fälle  an- 
kömmt; so  mufs  die  Anzahl  der  noch  in  Verbindung  le- 
benden Personen  A  sich  zu  der  Anzahl  der  noch  leben- 
den B  verhalten  wie  die  Anzahl  der  getrennt  lebenden 
A  sich  zu  derAnzahl  der  verstorbenen  B  verhält  (d.  h., 
auf  Ehepaare  angewandt,  es  verhält  sich  die  Zahl  der 
Ehefrauen  zu  der  Zahl  der  lebenden  Männer  wie  di^ 
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Zahl  der  Wittwen  2ur  Zahl  der  verstorbenen  Män- 
jier),  folglich  auch,  wenn  das  erste  und  dritte,  so 
wie  das  zweite  und  vierte  Glied  dieser  Proportion 
^zusammengenommen  werden,  wie  die  gesammte  An- 
zahl der  noch  lebenden  A  sich  zxi  der  anfänglichen, 
Zahl  der  Personen  B  verhält  (d.  h.  wie  die  ge- 
sammte Anzahl  der  noch  lebenden  Frauen  zur  an- 
fänglichen Anzahl  der  Männer).     Wenn  also  m  die 

Zahl  der  am  Ende  des  nten  Jahrs  bestehenden  Paa- 

•       n  n 

re    bedeutet ,    so  ist  m  :     A  B —  zz  A      B  :  A  B , 

^,  ,.  ,     .  AB^.A—  B    n      _,u' 

folglich   ist   m  nzi    -— A—    B — , 

^  ■  AB 

Wäre  die  anfängliche    Anzahl    der   Paare  m  P, 

so  wäre  die  Zahl  der  nach    Verlauf   von  n    Jahreu 

n         n 

__  A—  B— 

noch  bestehenden  Paare  —  P  , t-t^ • 

AB 


§.  118. 

Aiifser  diesen  noch  in  Verbindung  lebendenPerso- 
r\en  giebt  es  nach  Verlauf  von  n  Jahren  noch  lebende 
fersonen  A,  die  mit  den  verstorbenen  B  verbunden 
waren,  imgleichen  noch  lebende  Personen  B,  die  mit 
den  verstorbenen  A  verbunden  waren.  Da  nun 
nach  dem  vorhergehenden  $,  die  Anzahl  der  ge- 
trennt lebenden  Personen  A  sich  zu  der  Anzahl  der 
verstorbenen  B  verhält,  wie  die  gesammte  Zahl  der 
noch  lebenden  A  zu  der  anlänglichen  Zahl  der  le- 
benden B,  so  ist,    wenn  m  die  Zahl  der  Paare,  wo- 
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von  A  noch  lebt  und  B  verstorben  ist,  bedeutet,  m: 

CB   —   B— )    A   =  A—   B:    AB,   folglich   m  = 

(B  —  B— )  A .  A—  B        „_      n  n 
^B zzz  A-    CB  _  B-). 

Aus  dem  nämlichen  Grunde  ist  die  Anrahl  der  Paare, 
von  denen  B  noch  lebt,  aber    A   verstorben   ist,  'm, 
n  n 

B-  (A  —  A— ). 

Wäre   P  die    anfängliche    Zahl    der    lebenden 
Paare ,    so    würde   nach  Ablauf  des    nten  Jahrs   die 
Zahl  der  Paare^  wovon  A  lebt  und  B  todt  ist,  seyu 
n  n 

„       A—  (B  —  B— ) 

5=        a'B '  ^  ^^^^  ^®^'  ^^^' 

ve,    wovon    B    lebt    und    A  todt    ist,    :e=    P  , 

n  n 

E—  (A  —  A— ) 

■'  '■  -■■    '     '  ^     -'■    '     f  119»      ^    '' 

'"""  Drittens  giebt  es  nach  Verlauf  von  n  Jahren 
auch  ganz  ausgestorbene  Paare,  d.  h.  solche,  wo-« 
von  sowohl  A  als  B  todt  ist.  Auch  hier  verhält 
sich  wieder  die  Anzahl  der  verstorbenen  A,  die  zu 
den  verstorbenen  B  gehören  ,  zu  der  Anzahl  aller 
verstorbenen  B,  wie  die  Anzahl  der  verstorbenen 
A,  die  zu  den  noch  lebenden  B  gehören,  zu  der 
Anzahl  aller  noch  lebenden  B,  oder  (wenn  wieder 
das    iste  und  3te,  inigleichen  das  2'-euud4te  GUe4 
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zusammengeirommen  werden)  wie  die  Anzahl  aller 
verstorbenen  A  zu  der  Anzahl  aller  anfänglich 
vorhanden  gewesenen  B.  Heifst  also  die  Zahl  der 
verstorbenen  A,  die  zu  den  verstorbenen    B  gehör- 

■n  n 

ten,    m,  so    ist  m  :    A    (B  —  B— )  r=  (A  —  A"" )  B 

A  -o  A  _  A  (B  -  B-)  .  (A  —  A-^)  B 

:  A  B  ,    und    m  = — - — 1— 

AB 

^  (;A  -  A-)  (B  -  B-). 

Wäre  die  Anzahl  der    anfänglichen    Paare    = 
P,  so  wäre  also  die  Zahl  der    gänzlich    ausgestorbe- 

,en    Paare   =   P.     iSl^  ^~^   ^^   '  ^'^    ^ 


AB 


§.  120. 

Uebrigens  erhellet  es  von  selbst,  dafs  es  aufser 
den  vier  Fällen,  wo  l)  sowohl  A  als  B  lebt,  2)  A 
lebt  und  B  todt  ist,  3)  B  lebt  und  A  todt  ist,  4)  so- 
wohl A  als  B  verstorben  ist,  keine  mehrere  Fälle 
gebe,  und  dals,  wenn  alle  Paare  einer  und  derselben 
Zeit,  bey  denen  irgend  einer  dieser  Fälle  Statt  fin- 
det, zusammen  genommen  werden,  sie  wieder  die 
anfängliche  Anzahl  der  Paare  ausmachen  müfsen. 
n  n  n  n  n 

Auch   ist    A—   B—   4-   A—   (B   —  B— )  4-  B— 

n  n  n  n        n 

(A  —  A— )  +  (A  —  A— )  (B  —  B— )  =  A—  B" 

n  n  n  n  n  n 

-}-   A—    B  —   A—   B^   +  A  B—    —   A—    B— 
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-f  A  B  —  A B—  —  A—  B  4-  A—  B—  =   AB. 

Ex.     Es  sey  a  m  42?  b  =  50?  so  ist  nach  den 
Süfsmilchschen  Tabellen  A  =  360?  B  =  300?  folg- 
lich AB  =  lOSOOO.      Setzt  man  nun  n  =  Ig?  so 
n         n  n  n 

ist  A—  B—  =  210.  132  =27720,  A—  (B— B") 

n  n 

=  210  (300  —  132)  =35280,  B"  (A  —  A" ) 
=:  132  (360  —  210)  =  I9S00  und  endlich 

A  —  A— )  (B  —  B— )  r=  (360  —  210)  (300  — 
132)  =  25200;  auch  ist  27220  +  35280  +  19800 

4-  25200  =  108000. 

Aiim.  Man  kann  diese  Sätze  auch  durch  Linien,  welche 
die  Anzahl  der  Personen  und  Parallelogramme,  welche  die  An- 
,  zahl  der  Paare  vorstellen,  erweisen.  Ich  hahe  den  rein  arith- 
metischen Beweis,  als  den  natürlichem,  vorgezogen.  Die  ge- 
ometrische Darstellung  könnte  auch  nur  bis  zur  Erläuterung 
der  Veibindungen  nach  5  fortgesetzt  werden,  die  als  Paiallele- 
pipeda  betrachtet  werden  müfsten.  Für  die  Verbindungen  nach 
einem  liöhern  Exponenten  gäbe  es  kein  Analogen  in  der  rei- 
nen Geometrie. 

'     §'  121.       • 

Da  nun  nach  dem    Vorhergehenden    von  A  B 

n         n 
Paaren  vom  Alter    a  und  b,  A       B      Paare  am  En- 
de des  nten  Jahrs  bestehen,    so  ist    für     ein  einziges 
dieser  Paare  die   Wahrscheinlichheit,  bis  zum  Schlus- 

n  n 

A—  B— 

se  des  nten  Jahrs  zusammenzuleben,  =  r— _ — • 

A  B 
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Die  Walirseheinlichkeit,  dafs  am  Ende  des  iiteii 
Jahrs  A  noch  lebe  und  die  zugehörige  Person  B  bereits 

n  n 

.     _     A—  (B  —  B— ) 

verstorben  sey,  ist — — ,      Eben    so 

"'  AB 

ist  die  Wahrscheinlichkeit ,    dafs    am  Ende  des  nten 

Jahrs  B    noch  lebe  und  die  dazu  gehörige  Person  A 

n  n 

,    ,  —        B-(A-A-) 

verstorben  sey   — , 

■'  AB 

Endlich  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein 
Paar  am  Schluise  des  nten  Jahrs   ganz    ausgestorben 

, (A  -  A-)  (B  -  B-) 

seyn    werde,    ■ —z^ . 

Diese  vier  Wahrscheinlichkeiten  zusammenge- 
nommen sind  zz  I  ,  welches  sich  auch  durch  die 
Addition  derselben  ergiebt. 

§.  122. 

Wenn  man  die  Jahre,  während  welcher  eine  An- 
zahl von  Paaren,  bestehend  aus  einer  Person  vom 
Alter  a  und  einer  vom  Alter  b,  und  zwar  ehiige 
mehr  andre  weniger,  in  Verbindung  lebt,  zusammen 
nimmt,  und  die  Summe  der  Jahre  durch  die  Anzahl 
der  anfänglichen  Paare  dividirt,  so  erhält  man  einen 
Durchschnitt  für  die  Dauer  der  Verbindung  dieser 
Personen,  der  die  mittlere  Verhiiidungsdauer  für 
Personen    dieses  Alters  helfst. 

Rechnet  man  nur  ganze  Jahre,  so  bestehen  von 
AB  Paaren  während  des  ersten  Jahrs  A-  B^,  ferner 
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während  des  zweiten  Jahrs  A=  B-^,  Avahrend  des  drit- 
ten Jahrs  Ai  B^   etc.   und   während  des  yten  Jahrs 

y      y 

A       B       Paare,  wo  y   die  Altersergänzung  der  altern 

y       y  1 1  _ 

Person  B,  indem  B     ,  B  etc.  —  0  sind.     Folg- 

lich ist    die    Zahl    aller   Jahre ,    welche  diese  Paare 
durchleben,  =  A^  B^  +  A^  B-  +  Al  B^  -f  .  .  + 

y        y 
A       B     ,  und  die  mittlere   Verbindungsdauer  ist  ZI 

"A^  B^  +   A^   B=   -|-   AI    Bi  +  ..  +  A—  B— 
■  AB  • 

Will  man  also  die  mittlere  Verbindungsdauer  für 

Personen  vom  Alter  a  und  b  mit  E  a  b   bezeichnen, 

so   wie  die  Summe  von  A-    B-  -j-  A^.  Bs.  -|-  .  .  -|_ 

y        y  .        /•(A'iB'-^) 

A—  B—  mit   AA'i  B'-i),  so  ist  E  a  b  zu  —-^^ — ♦ 


§.  123. 
Soll    die   mittlere    Verbindiingsdauer    durch  die 
Decremente     oder    deren     DüFerenzen     ausgedruckt 

werden,    so     ist,      wie    eben    angeführt ,     E  a  b  — - 
Ai   B^  -f    A=     B-    +     Ai    Bi    +    .    .        

(A  -  ^  A)  Bi         ,      (A  —  ^  A  —  ^  Ai)  B-2 
T 


AB',  AB 

(A  —  ^  A  —  ^  A^  —  ^  A^-)  Bi 
+ -^-ß +  . 

~    -Tb"  A  (B^   +  Bi    +  B1  +  .  .  ) 
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I 


AB 


AA  (B*4-B^  4-  B1  +  .  .  ) 


-^    A  Ai   CB^+Bi+.  .   ) 

Jl  AI    (Bi    +     ,     .     .)—..• 


AB 


Da  nun  -^  A  (B^  +  Bl  +  B^  +  .  .  )  = 
A  B 

-4-  (B-  +  B"-  4-  Bi  4-  .  .  )  =  E  b,  d.  h.  gleich 
B 

der  mittlem  Lebensdauer  von  B,  imgleiclien  B-  -j-» 

El  ^  Bi  4-   .  .  zz  /B'i   so  wie  Bs  4-  B^  +  .  . 

IHT  /B'^  etc.,  so  ist  E  a  b 

AB     -^  AB     -^  AB 

JB'I etc.  wo  nämlich   /B'^,     /B'£    etc.    mit 

B-,  Bs.  etc.    anfangen  und    bis  zur  Altersergänzung 
von  B  fortgehen. 

Sollten  anstatt  derDecremente  von  A  die  Diffe- 
renzen derselben  gebraucht  werden,  so  ist  ^  A^  — ■ 
A\  —  ^=  A,  ^A-  =  ^A  —  A"A  —  ^^A^,  ^  AI  =: 
^  A  —  A~  A  —  ^a  Ai  —  ^-  A5,    etc.     Also  wird 


AA  A  A—A^  A 

Tb  /^" ; 

A   A    —   A""   A     —    A''   A^ 


Eab=  Eb— ^  /B- ^ß—  /B'. 


A  B 

A  A   —   A^  A   —    A=  Ai  —  A=  A' 


A  B 


/  B'^  .   . 


—  A  A 

oder    E  a  b  =  E  b  —  -^^    (/  B^    +  /B'^    -}- 
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AB 


C/B'i  +  /B':»  +  ..)+••>  also  E  ab 


.^  /2  B'i  +  -^L__     /  ^  B'4  4-  .  .     Eben  so 

AB     "^  ^      A  B   -^  ~ 

könnte  man,  anstatt  der  ersten  Differenzen  der  De- 

cremente,  die  zweiten  Differenzen  gebrauchen  j   in- 

defsen  müfste  man  zugleich  die  dritten  Summen  von 

den  Zahlen  der  Lebenden  berechnen. 


§.  124. 

Nach  den  Im  vorhergehenden  §.  angeführten 
Formeln  läfst  sich  die  mittlere  Verbindungsdauer 
zweier  Personen  ziemlich  leicht  finden.  Zu  der 
ersten  Formel  wird  eine  Tabelle  erfordert,  worin  I) 
die  Jahre  des  Alters,  2)  die  dazu  gehörigen  Zahlen 
der  Lebenden  nach  der  Mortalitätstabelle,  Und  3) 
daneben  die  Summen  der  Lebenden,  von  unten  auf 
gerechnet,  und  zwrar  so,  dafs  die  Summe  für  n  Glie- 
der von  unten  an,  neben  dem  nten  Gllede  von  un- 
ten stehe,  angegeben  sind,  so  dafs  also  neben  dem 
Jahre  b  -j-  I  die  Summe  von  B--f-B^  +  Bl-j-.« 
=  yB'-,  bey  dem  Jahre  b  -j-  2  die  Summe  B--(- 
Bi-|-B4-[-  . .  rrryB'^etc.  zu  stehen  hömmt.  Aufserdem 
richtet  man  am  bequemsten  einen  besondern  zu  derTa- 

P 
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belle  pafsenden  Streifen  so  ein,  dafs  darauf  unter  ein- 
ander wieder  die  Jahre  des  Alters  und  daneben  die 
dazu  seliöriCTen  Decremente  aufsetraoen  werden. 

Bey  der  Anwendung  legt  man  den  beweglichen 
Streifen  so  an  die  Tabelle,  dafs  das  Jahr  a  des  er- 
stem neben  das  Jahr  b  -j-  I  der  letztern  zu  stehen 
komme,  wonach  also  auf  dem  Streifen  vmd  der  Ta- 
belle neben  emahder  stehen  A  A  und  /B'-,  A  A- 
undyB'-^  etc.  Diese  neben  einander  stehenden  Facto- 
ren  vom  Jahre  b  -j-  I  an  bis  zur  Altersergänzung 
niultiplicirt  man  in  einander,  addirt  die  Producte,  di- 
vidirt  ihre  Summe  durch  AB,  und  zieht  endlich  die-r 

A  A 
sen  letzten  Quotienten,  der  z=z  — -r^-p-    /B'-  4" 

^  /B'Ä  -f.  .  .,  von  E  b  ab. 


AB 

Will  man  anstatt  der  Decremente  die  Diffe- 
renzen derselben  gebrauchen,  so  mufs  man  der  er- 
wähnten Tabelle  noch  eine  Columne  hinzufügen, 
worin  die  Summen  der  Summen  der  Lebenden,  von 
unten  an  gezählt,  angegeben  sind,  so  dais  in  dieser 
Columne  bey  dem  Jahre  b  -f-  I,  /-B'^  etc.  steht. 
Der  bewegliche  Streifen  enthält,  anstatt  der  Decre- 
mente, die  Differenzen  derselben ,  mit  ihren  Zei- 
chen -|-  oder  —  . 

Den  Streifen  legt  man  demnächst  so  an  die 
Tabelle,  dafs  das  Jahr  a  des  ersten  neben  dem  Jah- 
re  b  -|-  2  der  letztern  zm,  stehen  konnne,  wonach 
also  die  Factoren  A^  Airnd  f-  B'',  A-  A-  und/=  B'^ 
lieben  einander  stehen.  Diese  nebeneinanderstehenden 
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Factoren  vom  Jahre  b  -f-  2  an  bis  zur  Altersergän* 

2ung  von  b  multiplicirt  man  in  einander,  addirt  die 

Producta  (wobey  begreiflich  die    Producte    aus   den 

negativen    DifTerenzeii    negativ  sind)     und    dividirt 

demnächst  die  Summe  mit  A  B,  welchen  Quotienten 

A  A 

man  dann  zu  E  b — =r-  P  B'-  addirt. 

AB    -* 

Anm,  Man  könnte  freilich  auch  die  oben  im  $.  62    ange- 

flihrte  Methode  zu  Berechnung  der  mittlem  Lebensdauer    hiei? 

anwenden,   wenn  ein  unveränderlicher    Unterschied    des  Alters 

zwischen  a  und  b   gegeben  wäre,    in    welchem    Falle    man  dia 

Producte  A  B  ,  A^  B*,  A-  B-,   etc.     berechnen    und  demnächst 

rückwärts  summiren  könnte,  um    durch    eine    einzige    Division 

die  mittlere  Verbindung  zu  fmden.      Da  man  indefsen  Tür  jeden 

andern  Unterschied  von  a  und  b  eine   andre    Berechnung    an^' 

fiteilen  müfste,  so  wäre  diese    Arboit  mühsamer  als  jene. 


§.  125. 

In  den  vorhergehenden  §.  ^.  sind  nur  die  vol- 
len Jahre,  welche  die  verbundenen  Paare  durchleben^ 
in  Rechnung  gebracht,  und  es  ist  also  so  gut,  als 
ob  die  Verbindungen,  welche  in  einem  jeden  Jahre 
aufgelöset  werden,  gleich  im  Anfange  defselben  auf 
einmal  abgingen.  Indefsen  sind  die  Paare,  weiche 
m  irgend  einem  Jahre  getrennt  werden,  noch  wäh- 
rend eines  kleinem  oder  gröfsern  Theils  defselben 
verbunden.  Wollte  man  zuerst  antiehmettj  dafs  im 
Durchschnitt  alle  Verbindungen  in  der  Mitte  des 
Jahrs,    worin  sie  aufgelöset  werden,   auiliören ,    und 

P  2 
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bezeichnete  man  die  Zahl  der  im  ersten  Jahre  ab- 
gehenden Paare,  oder  A  B  —  A^  B^,  mit  ^  (A  B), 
imgleichen  die  im  zweiten  Jahre  abgehenden  Paa- 
re, d.  i.  A*  Bi  —  A-2  B^,  mit  ^  (A^  Bi)  etc.,  so 
wäre  das  zu  der  Verbindungsdauer  aller  Paare  hin- 
zuzulegende Stück  für  das  erste  Jahr  =:  |-  ^  QAB), 
füs  das  zweite  Jahr  =  f  ^  (A^  B-)  etc.  Für  alle  Jahre 
und  über  alle  anfänglich  existirende  Paare  vertheilt 
wird  also  die  hinzuzulegende  GrÖfse  zz= 
^  ^  (A  B)  -f  ^  (A^  B^)  +  J  (A-  B-)  +  .  . 
*  ^ß  • 

A  B 
=    — - — •  =  5«     Unter  der    ol)igen  Voraufsetzung 

wäre  also  die    Correction    für    die    auf  ganze    Jahre 
berechnete  mittlere  Verbindungsdauer   =  f. 


§.  126- 

Wenn  aber  der  Abgang  der  einzelnen  Perso- 
nen in  jedem  Jahre  für  sich  gleichmäfsig  geschieht, 
so  kann  nicht  zugleich  die  Trennung  der  Paare 
gleichmäfsig  erfolgen  ,  und  die  Correction  der  mitt- 
lem Verbindungsdauer  nicht  völlig  rr:  ^  seyn.  Man 
setze  nämlich,  dafs  der  Abgang  der  Einzelnen  in  n 
Terminen  des  Jahrs  und  zwar    jedesmal  im  Anfange 

des  Termins  mit  —  des  Decrements  erfolge,  so 
ist  die  Zeit,  welche  sämmtliche  Paare  während  des 
ersten    Jahrs  uugetrennt  durchleben,  ==r 

^   [(Ai+   JLZ11-^A)(B^-H-^^  ^B)  + 
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(Ai  4-   iLr-l^A)(Bi+i^-=-l^B)  +..4- 
(Ai   4-   -^  zf  A)  (B^4-  -^  ^B)  4-  A^  E^J  :i: 

4-    .  .   .4- 


1  4-..  4,  -^)   ^A.z/B   =  Ai    BS   4- 


-^^—i.  (AS^B4-Bi^A)  4.--il^---ii--^^ L 


2  n 

n  —  i 
3  u 


^A.^B.  (f  740  =  A^Bi  +  "Vt"  '^''^'    '^^ 
+  B^  ^A  +  zr  A.zfB)  -  2^>i!±>  ^A.^B 

*  •  3  ,  3    11* 

=:AS  Bi4-     """  '      ^   (AB) "^^f^A^  A'R, 

*  3  n  6  u^ 

,  Auf  die  nämliche  Weise  erhält  man  für  das  zweite 
Jahr  die  vollständige  Dauer    der  Verbindungen    = 

AI    B*   4-  JLr:Ll^(AiBi)  — -^,— aa^.ab^ 

3  n  6  n* 

etc.      Nimmt   man  nun    die    Zeiten    für  alle    Jahre 

zusammen  und  dividirt  durch  die    anfängliche  Zahl 

der  Paare,  so  erhält  man    die    vollständige    mittlere 

_    A^Bi  4-   A^Bi  4-  .  .        , 

Verhindungsdauer  — —    ■    • "     'V 

A  Jo 

n  -  I        A    (AB)   4-    A    (Ai  B^;    4-  . . 


2u  AB 

n^  —  I       AA.A8    4-   A  A3:.AB^  4- 
6  n»  AB 


\itji 
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11  -  I  n*  _  I    /AAS  ^B^ 

zzz  Eab+-— ■  —  ■ . 

3 11  6 11^  AB 

Yuv  n  =  2  erhielte  man  also  die  Verbiiiduiigs- 

,  /A  A^    .    A  BS 

dauer  rrzEab-j-^—  g      — -, 


/AAS  ABS 

für  n  =   4  aber  =  E  ab-f-f-^'j j-^ • 

Nimmt    man    aber   ii    =   00    an,    so  wird  die  voll- 
ständige Verbindungsdauer    - — "    E  a  b    -f- 


X  „ 


/A  AS  .  A  BS 


6  AB 

Anin.  Der  letzte  Theil  ist,  wenn  A  und  B  nicht  zu  klei- 
Sio  Zahlen  sind,  nur  unbeträchtlich,  und  kann  dann  entweder 
ganz  weggelafsen  oder  auch  naherüngs weise  nach  der  Hypothe- 
se   des  gleichmäfsigcn    Abslerbens  bestimmt  werden,   wo  er,  da 

AA  AB  =   AA^   Aßi  zz  AA^    A  B^  etc.  —  «  und 

/A  AS  A  BS 

die  Anzahl  der  Glieder  im  Zahler  von  : — — 

6   A  B 

• —   ß   Ist,  zu  ■ ■   —    ■    wird.    Sind  aber   A  und  B 

'  Guß  6« 

Terhältnifsmäfsig  kleine  Zahlen,  so  kann  man  diesen  letzten 
Theil  leicht  seinem  wahren  Wevthe  nach  bestimmen,  da  der 
Zähler  dann  nur  wenig  Glieder  hat.  Wenn  also  gleich  hier- 
nach in  den  meisten  Fällen  die  Correction  für  die  Verbin- 
dungsdauev  HZ  f  gesetzt  werden  kann,  so  erhellet  doch  hier- 
aus ,     dats    diese    Correction  noch    einen    Theil ,     nämlich    — 

/A  AS  A  BS  .  , ..,    .^ 

_£ habe,  und     dals     es  von    den    \  erhaltmlsen 

6  AB 

«ier  gegebenen  Grölsen  abhänge,  ob  dieser  Theil  dti  Correc- 
tion w^ggelafsen  weiden  könne   oder  nicht. 
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§.  127. 

Die  gewöhnlichen  Tabellen  über  die  mittlere 
Verbindungsclauer  enthalten  die  Werthe  von  ,5  zu 
5  Jahren.  Auch  ist  meistens  die  Correction  f  schon 
hinzugefügt,  wogegen  der  zweite  Theil  der  Correc- 
tion weggelafsen  ist.  Die  Verbindungsdauer  iür  die 
übrigen  Jahre  pflegt  man  durch  Interpolation  fol- 
gendermafsen  zu  svxchen.  Gesetzt  es  würde  die 
Dauer  der  Verbindung  zwischen  einer  Person  A 
vom  Alter  20  und  einer  andern  B  vom  Alter  37 
gesucht ,    so    ist    nach     der    Süfsmilchschen     Tabelle 


E  20.35=20,13  und  E20.40=I8?5I.  Die  Differenz 
für  fünf  Jahre  in  dem  Alter  von  B  ist  also  ^m  Ij67j 
und  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Differenzen  der 
Verbindungsdauer  sicli  innerhalb  dieser  Gränzeii 
verhalten  wie  die  Unterschiede  des  Alters  der  erneu 
Person,  so  mufs  man  von  der  Verbiudungsdauer  für 
20.35?    f.     Ij67    ^^    Oj67    abziehen  _,    wonach    also 

E  26T37  =:  20,18  —  0,67  ~  I955I   wird. 

Würde    ferner  E  22  •  37  verlangt ,    so    müfste 


man  ,  aufser  E  30  .  37  ,  auch  E  25  •  37  suchen  , 
welches  nach  derselben  Regel  :^  18,79  gefunden 
wird.  Dann  suchte  man,  auf  die  nämliche  Weise 
wie  vorher    angegeben,     6.q\\    Unterschied    zwischen 


E    20.37    und    E^  25.37-  und   zöge  wieder  |-  diesps 
Unterschieds    von    der   ersten  Verbindungsdauer  ab, 


wodurch  mau  E  22.37  ~   19,51   —  0,29  ^^  19,22 
erhielt-e. 
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§.  128. 

Unter  der  Voraufsetzung  des  gleichmäjsigen 
Ahsterhens  findet  man  die  mittlere  Verbindungs- 
dauer  auf  folgende  Weise.  E«  sey  a  die  Alterser- 
gänzung der  Person  vom  Alter  a  und  ß  der  Person 
Tom  Alter  b,  auch  u  ß  die  anfängliche  Anzahl  der 
paare,  so  ist,  auf  ganze  Jahre  gerechnet,    nach    der 

Torher  angegebenen    allgemeinen   Formel  E  a  b  ini;! 

•^  .  ^A    ,„,^         AAi     ,  ,     , 

E  b    -    --g  /B'i  ^  -^   /B'a  -  .  .,    und    da, 

der   Voraufgetzung  nach,  Z\A  zz  AA-  ZI  A*  etc.  ^  I, 

80  wird  die  Verbindungsdauer  ZI  E  b -y*^— I, 

a  ß 

wo    ß   als   Veränderlich    angesehen    und    von     I   an 


summirt   werden    mufs.       Nun    ist    f  ß  —  I    zz: 


3-  2  3 


.,  und  pß  -  1 


ß  ß^  ß 

—     -^ —  zz tL     so  wie  E  b  nach  der  Hy- 

466  ^ 

__    ß 
pothese,  auf  ganze    Jahre    gerechnet,  — -^    ä* 

I         ß 

Folglich  wird  Eb f^  ß  —  I  r=-^- f  — 

°  aß'^  3 

JL    rll ^>)ZZ-^-^-^4-— . 

Wollte  man    die  mi    §.    126.    angegebene  voll- 
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ständige  Correptloii  hinzufügen,  die  hier  —  f -— 

ist,    so  erhielte  man    die    vollständige    mittlere    Ver- 

...  -  ß  ^  ^*       ,        ^        I 

bmdungsdauer    m:    — f h  --—  -T 

2  6  a  6  a 


6a  2,  6a 

Wären  beide    Personen  von  gleichem  Alter  a, 

a  cc 

50  würde  der  letztere  Ausdruck  ZZ —• 

2  6 

« 

3 

Anm,  Das  nämliche  Resultat  evglebt  sich  auch  noch  auf 
einem  andern  Wege.  Wenn  nämlich  wieder  «  und  ß  die  Al- 
tersergänzungen der  Personen  sind,  die  ein  Paar  ausmachen, 
cc  ß  die  anfängliche  Anzahl  der  Paare  und  x  die  verflofseno 
Zeit  fcezeichnet,  so  ist  die  Anzalil  der  Paare  in  jedem  Augen- 
blick rz  (a  —  X)  (/J  —  x),  die  Zeit,  welche  dieselben  wäh- 
rend eines  Elements   leben,  HZ  (u — x)    (/?   —  x)  dx.>  folg- 

(«  — X)C/?  — x)dx 

Iich  die  mittlere  Verbindungsdauer  ~  / 

**  cc  ß 

xdx             xdx  x^dx 

— /dx-./ -/—: t/ 


ß  <^  ß 

yi  X*  X' 

X—  ■   — t    ,  und  da,  für  die  ganze   Vor- 

2«  2  ß  3  ctß 

bindungsdauer  x  ZIZ  ß,  als  der    kleinsten  Altersergänzung,  ge- 
setzt   werden    mufs  ,     so    wird    dieser    letzte    Ausdruck    

.           ß^               .ß        ,        ß^                 ß                ß^  ■      u 

ß -~- Jp,    —  -1—  — ,  wie  oben. 

Sk  S3oi!  z  6  K 
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§.  129. 

Wenn  man  sich  mit  einer  Näherung  begnügen 
will,  so  kann  man  die  Verbindungsdauer  nach  der 
Hypothese  des    gleichmäfsigen     Absterbens    und    der 

vorhin    §.    128«    angegebenen    Formel    Eab    ZU 

. ■ —  (I  —   )  berechnen,    wobey 

s  6  «  2  3 «  ■' 

jedoch  «  und  ß  gleich  der  doppelten  mittlem  Le- 
bensdauer nach  der  Mortalitätstafel,  wofür  die  Rech- 
nung gelten  soll,  genommen  werden  müfsen.  Wenn 
also  z.  B.  a  zz  15,  b  ZZ  55,  so    ist   nach  Süfsmilch 

a  =  2.38r56,  /?  =  2-14,50,  folglich  -^    (i  —    — ^ 

a  3« 

14,5  (I \lo    )  ~   12,68.     Der  wahre  Werth 

IlOjUO 

ist  =:  13,09' 

Wäre  a  ZU  brz5o,  so  hätte  man  «  Z=  2-16,95, 

und  die  Verbindungsdauer  ZT f    16,95  

11,30.     Der  richtige  Werth  ist  "Zi  10,97. 

Aufserdem  giebt  es  noch  eine  andre  Näherungs- 
methode.    Es  ist  nämlich  nach  §.  121.  die  mittlere 

_                    A  A          .^     , 
Verbindungsdauer  —  E  b  —  ^'I~\\  f^ » 

A  A^  AM 

/"B'^  4-   /"B'l-L.O.      Wenn  man  nun 

AB    -^  ^     AB    -^         ^     ^ 

zufolge  der  Hypothese  die  Decremente  von  A  als 
"leich  annimmt ,    so    erhält    mau    Eab    IZ  E  b  — 
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-^Y  ^^^'~  +  /ß  -  +  /ß'-  +  •  0  °^er,  da  hier 

^-~,  und  /Bi  +/B^  +  /Bi  -f . .  zr  /-BJ, 

so  hat  man  E  a  b   n:    E  b    —     - —  /  *  B  ^  .       Man 

a  B 
nimmt  also  aus  der  vorhin  in  §.  124  gedachten  Ta- 
belle die  zweite  Summe  der  Zahlen  der  Lebenden  bey 
dem  Jahre  b  -f-  I,  dividirt  dieselbe  mit  a  B,  und  ;zieht 
den  Quotienten  von  der  mittlem  Lebensdauer  der 
altern  Person  ab.  Wird  z.  B.  El  5. 55  gesucht, 
so  hat  man,  wie  vorher  schon  bemerkt,  nach  Süfs- 
milchs  Sterbensordnung,  «  ZZ  2  •  38j5<5  >  ß  ^^^ 
2.14,50,  Eb  =   14,50,    B   z=   255    und  /^B'i  — 

37739  5  folglich  wird  E  b ^  /-  B'^  =  14,50 

«  B 

57759  

—  14,50  —  1,92  =  I2,5S. 


1  .  58,55  ,  255 

Der    wahre    Werth    ist,    wie   schon    angeführt,  ZU 
13,09. 

Damit  man  den  Grad  der  Zuverläfsigkeit  dieser 
Näherungsmethoden  bestimmter  beurtheilen  könne, 
füge  ich  noch  eine  Tabelle  über  die  Verbindungsdau- 
er für  verschiedene  Alter  hinzu. 
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Verbindungsdauer 


Alter  der  ver- 

genauer Werth 

nach  der  Nähe- 

nach der  Nähe- 

bundenen  Per- 

rung a. 

jung  2» 

sonen. 

15.15 

27,68 

25,71 

26,62 

15-35 

20,95 

19,87 

20,65 

15-55 

13,09 

12,65 

12,58 

20-20 

24,78 

23,35 

24,03 

20-40 

18,51 

17,76 

17,84 

20-60 

10,88 

10,68 

10,56 

25-25 

22,23 

21,19 

21,70 

25-45 

16,11 

15,64 

15,59 

25-65 

8,94 

8,86 

8,71 

30-30 

19,73 

19,05 

19,39 

30-50 

13,82 

13,60 

13,47 

30-70 

7,41 

7,40 

7,27 

40-40 

15,27 

15,09 

15,16 

40-60 

9,87 

9,93 

9,73 

40-80 

5,06 

5,08 

5,00 

50-50 

10,97 

11,30 

11,10 

50-70 

6,60 

6,86 

6,64 

50.90 

2,82 

2,83 

2,83 

60.60 

7,48 

8,05 

7,68 

60.75 

5,12 

5,50 

5,25 

60.90 

2,74 

2,75 

2,76 

75-75 

3>89 

4,51 

4,08 

75-90 

2,43 

2,56 

2,57 

90.90 

2,03 

2,00 

2,03 

Aus  den  hier  angeführten  Beispielen  sieht  man,  ^ 
dafs  im  Ganzen  genommen  die  Rechnung  nach  der 
zweiten  Formel  dem  wahren  Werthe  näher  kömmt 
als  nach  der  ersten.  Indefsen  können  doch  beide 
Methoden  nicht  sowohl  bey  den  niedrigen  und  ho- 
hen Altern,  als  bey  den  mittleru  angewandt  werden. 
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§.   130. 

Es  ist  die  Verbindungsdauer  für  zwey  Perso- 
nen vom  Alter  a  und  b,  oder  E  ab,  gegeben,  man 
soU    daraus    die    Verbindungsdauer  für    zwey  um  I 

Jahr     ältere    Personen,    oder    E  (a -j- I)  C^)  -|-  O  > 
finden.        Hier    ist    nach    dem    Vorhergehenden 


E  (a  -f  I)  (b  +  I)  =:  j^^  (A^Ba  + AiB-'  + 

^x  ;ßx 

A4  B^  -f-  .  .)•      Nun    ist    aber  E  ab  =:  —r-.^-   + 

A  B 

^  (A-i  B^  +  AI  El  +  . .)  und  -^^  Elb- 

I  +  ^jgT    (A-  Bl    +    AI  B'    -f    .   .)»     oder 
AB     _    ^ 


Ai  ß^ 


E  a  b  =  I  4-  E  (a  +   I)  (b  +  I),  folglich 


AB     _    — - 


wird    E  (a  4-  i;  (b  +  i)=  ^^^^^  E  a  b    -  I. 


Hienach  findet  man  auch  die  Verbindungsdau- 
er der  um  !■  Jahr  Jüngern  Personen  aus  der  gege- 
benen Verbindungsdauer  zweier  andern  Personen. 
Es  sey  nämlich  a.  -\-  I  =:=  c  und  b  -{-  I  z=  d, 
und  es  gehöre  zu  c  die  Zahl  der  Lebenden  C,  so 
wie  D  zu  d,   so  istairr  c  —  I,  und  b  =  d  —  I, 

—  1 

auch  A^  =  C  und   B^  =  D,  so  wie  A  =    C 

und  B  =  D .     Mau  bat  also  E  c  d  = 
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C— D- 
CD 


r 


E  Cc  —   I)  (d  —  i;  —    I,    folglich 


CD  ^  — 

E  (c  —  I)  (d  —  I)  =  ^— ^ — —(Ecd-l-i). 

C— ^D — - 


Ex.  I.Es  sey  a  =:  15,  hz=  20,  so  ist  a    -f"  I 


=  16    lind  b  -j-   I   :=  21?  imoleichen    nach    Süfs- 
railchs  Tabelle  A  =  511?  Ai  =  507?  B  =    491, 

Bi  =    486    und  E  ab  sey  gegeben  =  26?2.     Also 

wird  E  16.21  =  -iüli^.     26?I2    -    I    = 
507  ,  486 

260001 
• — TTJ .  26?I2  —  I  =  25,60. 

Ex.  2.     Wenn  wieder  a  =  15  und  b  =:    20? 
so  ist  für  das  um  I    Jahr  jüngere    Alter  a  —   I   =: 

—  1 
14,  und  b  —  I  =  19?  so  wie  nach  Süfsmilch  A 


ZT  515  und  B =  495.    Folglich  wird  E  14  .  19  — 

5ii  .  4or         ^  ,  ^  25oqoi 

-^757^95-    ^^'^'^  +    l^  =  -~^  27?I2  = 
26?  90. 

Anm,  Im  vorhergehenden  Abschnitt  wurde  die  Zeit, 
während  welcher  die  Hälfte  der  Personen  eines  gegebenen  Al- 
ters abstirbt,  die  wahrscheinliche  Lebensdauer  dieses  Altei-s  ge- 
nannt. Wollte  mau  nun  die  Zeit,  innerhalb  welcher  die  Hälf- 
te der  Verbindungen  zu  zwey  unter  Personen  von  gegebenem 
Alter  aufgelöset  wird ,  die  wahrscheinliche  Verbindungsdauer 
nennen,  so  wäre  dies  freilich  der  erstem  Benennung  analog  J 
indeTsen  weicht  diese  sogenannte  wahrsclieinliche  Verbindungs- 
dauer noch  mein-  von  der  mittlem  Verbindungsdauer  ab,  als  die 
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wahrscheinliche  Lebensdauer  von  der  mittlem,  imd  es  ist  da- 
von für  die  Berechnung  der  Renten  kein  Gebranch  zu  machen» 
Wenn  übrigens  eine  Verbindung  unter  zwey  Personen  von 
gleichem  Alter  angenommmen  wird,  und  A  die  Zahl  der  Le- 
benden für  das  Alter  a,  auch  x  die  Zahl  derer  Personen  be- 
zeichnet,   welche  davon  noch  leben,  nachdem     die    Halfto    der 

_      A  .  A 

Verbindungen  aufgelöset  worden,  so  ist  x,  x.  


2 


folglich   X  rz:  A:  V  2   ZZZ  j— .      Wären  also  z»  B, 

°  I,4l.t2 

die     Personen     lo     Jahre  alt,   so  wäre    nach    Süfsmilcli  A  HI 

552 
532  und  X  Z^  — : 570,     Die   letzte   Zahl    gehört  zu 

1,4  112 

dem  Alter  39,70,  folglich  wäre  hier  die  sogenannte  wahrschein- 
liche Verbindungsdauer  "HZ  29,70.  Die  mittlere  Verbindimgs- 
daucr  ist  Hi:  28,82»     Wären  dagegen  die  beiden  Personen  vom 

lüOO 

Alter  o,  so   wäre  A  ZZ.  1000    und  x  IZI ;    ,  ~IZI  707,  wel- 

1,4:142 

che  Zahl  nach  Süfsmilch  zwischen  die  Allersjahre  1  und  2 
fällt,  wonach  also  die  Hälfte  der  \erbindungen  schon  vor  Ab- 
lauf des  zweiten  Jahrs  aufgelöset  wäre.  Die  mittlere  Verbin- 
dungsdauer für  diese  zwey  Personen  ist,  ZZ  i2,i4.  Der  Grund 
des  beträchtlichen  Unterschiedes  in  dem  letzten  Falle  liegt  dar- 
in, dafs  nach  Süfsmilch  die  Sterblichkeit  in  den  beiden  ersten 
Lebensjahren  so  bedeutend  ist,  Uebrigens  sieht  man  leicht,  dafs 
es  bey  der  sogenannten  wahrscheinlichen  Verbindungsdauer  nur 
darauf  ankömmt,  wann  die  Hälfte  der  Paare  aufgelöset  ist, 
und  dafs  hierbey  die  Dauer  der  dann  noch  bestehenden  Ver- 
bindungen nicht  in  Betracht  kömmt,  dafs  aber  die  mittlero 
Verbindungsdauer  durch  die  Dauer  aller  Verbindungen  be- 
stimmt wird, 

§.  131. 
Vorliin    ist  schon  angeführt,   dafs  es,  wenn  eme 
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fortwährende  Gesellschaft  von  Paaren  unter  A  und  B 
vorausgesetzt  wird,  aufser  den  Paaren,  welche  noch 
in  Verbindung  leben,  noch  andre  Paare  gebe,  von 
denen  eine  Person  verstorben  ist  und  die  zweite 
lebt,  oder  wo  eine  Person  die  andre  mitverbunde- 
ne überlebt.  Soll  nun  zuerst  bestimmt  werden,  wie 
wahrscheinlich  es  ist^  clajs  von  den  zwey  verbun- 
denen Personen  A  überlebe,  oder  auch  dafs  B  über- 
lebe, so  ist,  wenn  d;.e  anfängliche  Anzahl  der  Paare 
m;  A  .  B  gesetzt  wird,  die  Zahl  derer  Personen  A,  wel- 
che die  mit  ihnen  verbunden  gewesene  in  dem  näm- 
lichen Jahre  verstorbene  Person  B  überleben ,  am 
Ende  des  ersten  Jahrs  IZ  A-  A  B,  am  Ende  des 
zweiten  Jahrs  m  A^  A  B-,  am  Ende  des  dritten 
Jahrs  ZZ  Al  A  B^  etc.  Für  alle  Jahre  zusammen- 
genommen wird  also  die  Anzahl  derer  A,  welche 
am  Ende  des  Jahrs,  worin  die  mit  ihnen  verbunde- 
ne Person  B  verstorben,  noch  lebten  iz:  A-  A^  •\- 
A«  ^  B*  -f  .  .  -{-  Ay  ^  B^-  ',  wo  y  die  Altersergän- 
zung   der    altern    Person    ist,    welche    Summe    mit 

yA'»  ^  B'o  bezeichnet  werden  kann.  Wenn  man 
diese  Gröfse  durch  die  Anzahl  der  Personen  A,  die 
anfänglich  existirten ,  dividirt ,  so  erhält  man  die 
TFahrscheinlichkeit,  dafs  A  am  Ende  des  Jahrs,  ivor- 


_       /".  A'»  A  B'^ 

in  B  verstorben  ist^  noch  lebt.  —  — — » 

AB. 

Auf  die  nämliche   Weise   erhält  man  die  Wahrschein- 
lichkeit, dafs  B  am  Ende  des  Jahrs  noch    lebe,    wo- 
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in  A  verstorben  ist,  —  .    ' 


A  B 

Aufser  diesen  A  und  B  aber,  -welche  am  Ende 
des  Jahrs  noch  lebten,  worin  die  mit  ihnen  verbun- 
dene Person  starb,  giebt  es  noch  andre  A  und  B, 
welche  zwar  die  mit  ihnen  verbundene  Person  einen 
Theil  des  Jahrs  überlebt  haben ,  nachher  aber  in 
dem  nämlichen  Jahre  selbst  verstorben  sind.  Die 
Anzahl  dieser  Paare  im  ersten  Jahre  ist  m  ^A  ^B, 
im    zweiten    ZZ  aA^    ^B-    etc.,  im    letzten    Jahre 

y  — -  I  y  —  1 

AA  .AB         ,  wo  y  wieder  die  Altersergänzung 

der  altern  Person    ist.    Bezeichnet  man    die  Smimie 

dieser  Paare  für  alle  Jahre  mitjk  A-  AB-,  und  di- 
vidirt  dieselbe  mit  der  anfänglichen  Zahl  der  Paare, 
so  hat  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  zvvey  ver- 
bundene Personen  A   und    B    beide  in  dem   iiänili- 

_    /aAs  ABS 


chen  Jahre    sterben, 


A  B 


Nimmt  man  die  angegebenen  drey  Wahrschein» 
lichkeiten  zusammen,  so  ist  ihre  Summe  ZI  I.  Es  ist 
nämlich  Ai  AB-j-BiAA-fAA.Aß—  (Äx  -f 
A  A>  (BS  -j-  AB)  —  Ai  B-i  —  A  (A  B)  ,  ferner 
A-  A  B-L  4-  B^  A  Ai  -f-  A  Ax  ,  A  Bi  =  (A^  -f  A  Ax) 
(Bx  4-  A  B-L)  _  A  =  Bi  z=  A  TA '-  Bx)  etc.  Daher  wird 
/a'x  a  B'^   +  /b'x  a  A'2   -f /ÄA^ABS     =: 

r A'i  AB'" 
ACAB)-l-A(AxBi)  +  ..  zz  AB,  mid^— -"^ — ^ 

Q 
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^  Ä~ß  ^  AB  ~  AB  ^' 


§.  132» 

/A'i  AB'^ 


Die  angegeberfen  Gröfsen 


A  B 


/B'i   A  A'^         ,  /AA'S  AB'-°     ,  ^  .  ,  , 

-:! und-:^ lalsen     sich    auch 

AB  AB 

Jiuch    die    Verbindungsdaueru  ausdrucken.      Es    ist 

..    ,.  ,       /A'I  ^B'S 
11  am  höh   - 


AB 
Ai  (B  —  Bi)  -|-  A-^  (Bi  _  Ba)    +   .  . 


AiB^ 

+ 

AÄßi 

AB 

Bi 

A- 
+  • 

-B- 

+  A 
A 

-ÄBi+.. 

B 

1 

AB 
AiB^ 

'-  -f  A  = 

B 

F,  a  h  — 

B 

AB~ 

- 1 

B- 


B 


E  a  (b  —   I)  —  E  a  b.  Auf  ähnliche  Wei- 


A  B 


— -r E(a— I)b  —  E  a  b. 

A 


Ferner  ist 


/AA'^.AB'^      __ 


A  B 

(A  -.  Ax)  (B  -^  Bi)  -f  (Ai  —  A^)  (B^  --  B»)  +  . . 

AB 
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A  B  -f  Ai  Bi  -f  . .     _  A^Bi  -f  A-LBa-l-.. 
"  Tb  "  AB 

Ai  B2  4-  A^  Bi  +  .  .  AaBi4-A^Ra  +  .. 

r 


AB  '  AB 


A' 


I  4-    Eab  -  ■      .  E(a   -   I)  b  - 


A 


—  1 
B 


B 


E  a  (b  —  I)  +  E  a  b  =  I  +  2  E  ab- 


—.1  — I 

A „ B 


E  (a  -   I)  b g EaCb-I), 


X  X 1 

Anm,/A~    Ab druckt  die  Zahl  derer  Paare  ans,  von 

denen  am  Ende  jedes  Jahrs  A  lebt,  B  aber  in  dem  nämlichen 
Jahre  gestorben  ist.  Man  kann  bey  der  Bestimmung  des  Ue- 
berlebens  von  A  auch  die  Anzahl  derer  Paare  zum  Grunde  le- 
gen, von  denen  A  in  jedem  Jahre  stirbt,  B  aber  schon  vorher 
gestorben  ist.  Will  man  auf  diese  Weise  die  Wahrscheinlich- 
keit des  Ueberlebens  von  A  bestimmen,  so  ist  der  Ausdruck 
dafür     bis    zu    Ablauf    der    Alterserganzung    x     von    A    .  '...". 


/AA          (B_ 

X 1 

B        )                .     .     

AB 

X l 

/AA 
A 

s.  — >  1           X l 

/A  A         .  B 

AB                           * 

X 1               V 

/AA .B- 

X  —  1                       X  '-~  I 

/A  A .  /^  B— 

AB 

A  B 
Q2 
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/A  A B— 

Nu»       ist — — dieWahrscheinlichkelt  des 


/A  A .  B— 

üeberlebens  von  B  über  A,  und    


A  B 


/AB .A—         ,    /AA .  AB 

*  an  • 


AB  •  AB 


-\  —  I 


,.     .  /AA .  B- 

IZ  » ;    folglich  ist  1  —  


A  B 


/  A  A .  A  B _     /A— AB 

AB  ~  AB 

Wpllte  man  die  Wahrscheinlichkeit  des    Üeberlebens    von 


/A  A (B  —  B-) 

A  ausdi'ucken  durch  ■ ^ 1 — — ,  so -wäre  die- 

A  B 


X  —  1  X —  r  X 

fjA /AA- .B- 

sev  Ausdruck  "~    '    — ^ 


A  AB 


/  A  A B- 

,  d.  h.  gleich  1,    weniger 


A  ß 

der  ^Yahrschei^lichkeit,  dafs  B  überlebt  A,  -worin  also  noch  der 
Fall,  dafs  beide  in  demselben  Jahre  sterben,  mitbegriffen  ist» 
Wenn  man  also  diesen  letzten  Ausdruck  gebraucht,  so  mufs 
man  nicht  aufser  Acht  lafsen,  dafs  er  für  den  wahren  Werth 
zn  grofs,  so  wie  der  im  Texte  angegebene  für  den  wahren 
Werth  2u   klein  ist» 
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§.  133. 

Soll    die     Walirscheinlichkelt    des    Ueberlebens 

nicht  blofs  auf  ganze  Jalire,  sondern  auf  Tlieile   des 

Jahrs   berechnet  werden    und    ist  die    Anzahl  dieser 

Theile    ZU  n,  so  wird  die  Zahl  der  überlebenden  A 

.     n— I        «        AB 
im  ersten    Jahre   —    (A-   -\-    A  A)   —      — - 

11  —  2  Aß       .  .*«,. 

+  (AX4- AA)^i-     +     .   .    +    (A^   + 

n  11 

I  AB         A^AB  nA^AB 

A  A)   -^^—  -j — 1- 

a  n         '  n  n 

AA.AB  - 


11  ,  n 


-    (n—I-f-n  —  2    +    ,.  +  l) 


A^  A  B  4-  ~ —    A  A  A  B.       Eben   so   erhält 

2  n 

man  für  das  zweite  Jahr  die  Zahl  der    überlebenden 

A  ZU  AI  A  Bi    -f     """'     A  A^  A  B^  etc.      Wenn 
2,  n 

man  die  Anzahl  aller  Jahre  zusammennimmt,  und  die 
Summe  durch  A  B  dividirt,  so  wird  die  Wahrschein- 

/A'^  a  b  - 

hchkeit,  dafs  A  überlebe  B  ZU  -—- 4* 

A  iS 

n  —  I  /aA^.  ABS 

■ ~~ .     Wird  aber  n  rz:  00  gesetzt, 

2X1  A  B  ^ 

so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ueberlebens  von  A  ZI 
/"A'i  AB '2        J aA^  .  AB2  _   ß— ^ 


A    B—  +      -TAB ~    -3-Ea(b-l) 


ß- 


Eab4-f4-Eab~ —  E  aCb— i)  — 

2  ß 
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B 


olv"     ^Ca-I)b  =  i  [I-h— ß— Ea(b~l) 


A- 


E  (a  —  I)   b].       Auf    dem    nämlichen 
A 

.Wege  findet  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs,   auf 
• —  Theile  des  Jahrs  gerechnet ,    B    überlebe  A,  = 

XI 

f^x  ^  A'^  n  —  I  /'aA'SaB^ 

** ,— H '' r-— ,  und  wenn  nm 

AB  ™    2  n  AB        * 

"^  ^^*^=  — AB— +  —rAß— ~'ti+ 


__-_    E  (a  -  I)  b ~   E  a  (b  _  I)  ]. 

Die    Anzahl    der    Fälle,    wo   A  und  B  in  dem 
nämlichen  Zeittheile  sterben,  ist  iür  den  nten  Theil 

des  Jahrs  =: ■    .  —>  folglich  für  alle  n  Thei- 

n- 

I     ,      ,  ,  AA  AB 

le  des  Jahrs  zusammengenommen  rrr — 


n 

welches,  wenn  n    unendlich    grofs    ist ,    r=  0  wird. 
Es    ist    nämlich   in    diesem    Falle    die     Hälfte   von 

/aA'S.^B'^. 

- — ;— fr m  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  A  über- 

A  B 

lebe,  und  die  andre  Hälfte  in  der  Wahrscheinlichkeit, 

dafs  B  überlebe,  mit   enthalten. 

Ex.  Es  sey  a  —r:  4'^.-  b  :r=  50  >  nian  sucht  die 
Wahrsciieinlichkeit  des  üeberlebens  für  jede  Person. 
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/  A'J  .  A  B'- 

Hier  ist  nach  Sürsmilch --^ = 

Ab 


III    E.40.49    —   E.4Ö.50   =   |i§    12,4'; 
12,20   =   0,60.     Ferner  ist   -j~^ = 


ffi  E  39.60  —  E.  40.50  =  \^k  12,32^  —  12,20 
=  0,35. 

Noch  ist  ^-~ 7—5 =    I    4-2    E  40  .  50 

A  ß 


—  |§§  E  40  .  49"  —  lli  E  39  •  50  =  I  -f  24,40 

—  (12,80  -f  12,55)  =  0,05-  Also  wird  die  vollsiän- 
dige  Wahrscheinhchkeit  des  Ueberlebens  von  A  über  B 
=  0,60  +  0,025  =  0,625,  wad  des  Ueberlebens 
von  ß  über  A  ■==.  0,35  +  0,025  =  0,375-  Und 
beide  Wahrscheinlichkeiten  zusannnengenonuneu  sind 

^.  134. 

Wenn  bey  der  Hypothese  des  gleichviäfsigen 
Ahsterhens  a  und  ß  die  Altersergänznngen  und  zu- 
gleich die  anfängliche  Zahl  der  Lebenden  für  bei- 
de verbundenen  Personen  bedeuten,  auch  a,"^  ß  ist, 

.  /a'I  A  B'^ 

»o  wird  hier"^ .   z= 

AB 


* ~ — ,  indem 

aß 

/A'I  AB'"  hier  nur  so  viele    GHeder    haben    kann 
als  ß  Einheiten,  und  alle  Decremenle  ~  i  angeuem- 
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men  werden.     Mun  ist  ■ 

«  ß 

und  dies  ist  die  Walirsclieinliclikeit  des  Ueberlebens 
von     A     auf    volle     Jahre    gerechnet.        Ferner    ist 


/B'JL    aA^^    _  /?—  I-f/g  —  24---+I 
A   ß  ~~  aß 

(ß  —  i)  ß                 ß  I  ,.        .        ,. 

•;— :'  — — ~ '  iz ■  —  —  ;    dies    ist    die 

2  a  ß  2  ß  2  « 

Wahrscheinlichkeit    des    Ueberlebens    von    B ,     auf 
ganze  Jahre  gerechnet. 

^^    ,   .    /a  A-a  A  ß's  1  +  r   +    I  .  .  .- 

Noch  ist  -5 n  ! ? j 

AB  ß  /? 

welches,  da   die  Anzahl  der  Glieder    im  Zähler  n:  ß 

ist,  "ZZ  •——  zz  wird,  und  dies  ist  die  Wahrschein- 

ccß  cc 

lichkeit ,  dafs  A  und  B  in  dem  nämlichen  Jahre  ster- 
ben.     Folglich    wird   die    vollständige    Wahrschein- 

ß  t 

lichkeit  des  Ueberlebens  von    A  —  i  —  • —  — 


+ 


2a  2  u 

1 


2  tt 


ZU  i  —    -- —  —    I E  b,  so  wie  die 


vollständige     Wahrscheinlichkeit      des     Ueberlebens 

von  Bn-i__  —    -i_  =  -A_  —  E  b. 

2«  2a  2a  2c.  a 

Beide  ^Wahrscheinlichkeiten  zusammen    sind    wieder 

Anin.     Sonst  könnte  man   die  vollständige  Wahrscheinlich- 
keit des  Ueberlebens  nüoh  der  Hypothese  auch  durch  die  tute-. 
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f{a  —  x)  d  X 

des  Ueberlebens    von  A   __. und    die 


gralrechnimg  finden.       Es    ist    nämlich  die   Waliischeinlichkeit 

X 

und    die 

ß 

Wahrscheinlichkeit    des    Ueberlebens    von  B  , 

/?  a 

wo  dx  der  Abgang  von  A  oder  B  in  einem  ^eitelemente  ist» 
X  X2  

Ersteres   wird  ~   ■ —  ■ ■  j  letzteres  — 

ß  2  aß 

X  x^ 

.     Setzt  man  x  ZZ  ß,  als    der    kleinsten   Alterser- 

ß 

gänzung,  so  erhält  man    das    Ueberleben  von   A  ZZ  i  •— 

ß 

und  das  Ueberleben  von  B  — ♦ 

3(» 

Uebrigens  ist  hier  durchgängig  bestimmt  worden,  wie 
viel  A  leben  zu  der  Zeit ,  da  ihre  zugehörigen  B  sterben» 
Bey  dieser  Rechnung  erhalt  man  schon  diejenigen  A  mit,  wel- 
che etwa  noch  eine  Zeitlang  nach  dem  Tode  aller  B  leben, 
und  die  Rechnung  ist  gleich  vollständig.  Wenn  man  dagegen 
suchen  wollte,  welche  A  sterben,  nachdem  die  mitverbundenen 
B  bereits  abgegangen  sind,  so  erhielte  man  zwar  den  Werth 
für  das  Ueberleben  der  altern  Person  durch  eine  einzige  Be- 
rechnung vollständig;  für  das  Ueberleben  der  Jüngern  Person 
»nülste  man  aber  zwey  Berechnungen  anstellen,  indem  das  Ab- 
sterben der  A  nach  dem  Ablauf  der  kleinsten  Altersergänzung 
ß  fortwährt.      Es  ist  nämlich,  auf   diese  Weise  gerechnet,  das 

/X  dx                    X'* 
•   ZZ   •  und  ,    wenn 
aß                 i  ci  ß 

ß 
X  —  ß  gesetzt  Wird,  ~  ,  wi;-  vorhin.      Das    Ueberleben 
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/x  dx                             ß        ' 
' — ,  ebenfalls  ZI. ■     für    x    

ß  K  2  « 

ß,  «Da  indefsen  nach  Ablauf  der  Zeit  ß  noch  «  —  ß  Per- 
sonen von  A  leben,  welche  alle  nach  B  versterben,  50  mufs 
man  zu    dens    Ueberleben    von    A    noch    hinzidegen 

"-^     -l-  A,„„„.chaievolhtä.disoWahrsd.i„. 
cc  a 

ß        ,        ß 

Ikhkeit  des  Ueberlebcns   von  A  i  — -f-    ■ 

a  2  u 

ß 

t  —  wird,  wiö  vorher.    Es  ist  daher  bequemer,   bey  Bö- 

2  a 
Stimmung  der  WahrscJieJulichkeit    des  Ueberlebens  auf  die  gan- 
ze   Dauer    der  Cocxistenz    das     Leben    einer  Person  bey     dem 
Tode    der   andern,    als    das    Absterben   der  einen  Person  nach 
dem  Tode  der  andern  zum  Grunde  zu  legen» 


'    '     §.  135. 

Wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  B  zu- 
erst stirbt,  auf  eine  hestinimte  T^eit,  kleiner  als  die 
Altersergänzung  der  überlebenden  Person,  sucht,  so 
ist  es  nicht  dafselbe,  ob  man  annimmt,  dafs  A  über- 
lebt habe  B,  oder  dafs  A  gestorben  sey  nach  B. 
Von  denjenigen  A,  die  in  irgend  einem  Jahre  durch 
den  Tod  von  B  getrennt  worden,  leben  nandich  ei- 
nige noch  eine  Zeit  lang,  und  es  ist  daher  Jilr  he^ 
stimmte  Jahre  die  AVahrscheinlichkeit,  dafs  A  über-i. 
lebe  B,  gröfser  als  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  A 
gestorben  sey  nach  B, 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  am  Ende  des 
nlen  Jahrs  A  überlebt  habe  ß,  ist,  auf  ganze  Jahre  ge- 
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A^AB  4-  A£^Bi  +  . .  +  A— ^B^^— ^ 

rechnet,  =r ■ -i-— — 

A  B 


n       n  —  I  n         n 


__ /A—  B /A— B—         ^    .  ,,.,,. 

ZZ  ± __ -i ^ .      Auf  aueenblickh- 

A  B  AB  ^ 

che  Theile  des  Jahrs  wird  das  gesuchte  Ueberleben  "^ 

A^  AB  4-  Ai  aB^  4-  ..  ^  A—  JB , 

A  B 

n  — 1         n— 1 
'^A  AB  -f  AA^  AB'-  -f  ..  AA AB       ' ^ 

aAB 

AAB-f  A2ABi4-..4-A AB 

oder  auch  — ^^^ ■ " 

AB 

^A^B-f^  A^^B^  +  ..  +  ^A AB 

~    '  2  AB 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  am  Ende  des  nten 
Jahrs  A  gestorben  sey,  nachdem  B  vorher  abge- 
gangen   war,    ist,    auf    ganze  Jahre  gerechnet,  = 

AAHB-B^)-}-AAi(E^E^)+..+AA^^-^^;3g2I). 

A  B  " 
Ar  ,,.,,.,       r^,    M       -,        -r  1         trerechnetj 

Aut     augenbhckhche    Theile    des    Jahrs    » 

wird  diese  WahrscheinHchkeit  aber    r= 

n  -^  I  n— I 

-^A-t(B— E£)4-^AgCB— B--^)-|-..H-^A- (B— B — ) 


n  —  1        K — i 


AAAB  +  AAiaBj^  +..-f  AA        A^ 
3  AB 


^5*2  Dritter  Abschnitt. 

oder  auch  rr: 

^A(B—B^^)-]-AAHB  — B^)  + . .  +  ^A^^^(B— B— ) 

AB 

'^AJB  +  AAi^B'-  +..+  ^A- — JB ^ 


3  AB 

Der  Unterschied    beider    Wahrscheinlichkeiten 

A^B   4-   Ai^Bi4-..  +  A -^B 

jst     = 5_ 

AB 
:<^A(B— B  ')+^A^(B— B?)+..  +-^A^^'(B— B-) 

n  —  I      n  —  I 


AB 

+  ^ 

5  E 

'^   +.. 

+ 

A 

B 

AB 

A  Bx 

+ 

Ai 

B5   -f 

,  , 

n  ■ 

+   A- 

—  1      11 
B— 

A  B 

(^A  + 

^A^  -f  .. 

+ 

n  - 
AA— 

-)  B 

AB 

A  Bt 

+ 

Ai 

B.    + 

,     , 

n- 

+  A- 

—  I       n 

—  B— 

A  B 

Ai  B 

^   + 

A3 

-B-^    + 

•    . 

+   A- 

n          n 

-   B- 

+ 


A  B 

n        n  n 

AB  A—  B—  (A  —  A— ) 


AB  AB  AB 

n  n         n 

—  4.      ^~~  -^  A—  B—       _ 
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^       1 •  ,    wo  der  Zähler    diejcnicien  A 

AB  "" 

bezeichnet ,  welche ,  nachdem  sie  von  Ihrem  mit- 
verbundenen B  getrennt  worden,  am  Ende  des  nten 
Jahrs  noch  leben.  Wenn  man  also  die  Wahrschein- 
lichkeit, dafs  am  Ende  des  nten  Jahrs  A  überlebt 
habe   B,    mit  *;,  und    dal's  A  gestorben  sey  nach  B, 

n  n 

,  (B  — B— )  A— 

mit  e  bezeichnet,  so  ist  >;  =  ^  -j — — , 

AB 

n  n 

(B  -  B-)  A- 

so    wie    {   =    ?? —  ;: — =r ,  und  inan 

A  B 

kann    hiernach   die  eine  Wahrscheinlichkeit  aus   der 

andern  finden. 

Setzt    man  übrigens    n  gleich  der  Altersergän- 

n 
zung  der  überlebenden    Person  A,  so  wird  A       =: 

n  11 

(B  —  B— )  A—  .    ,      r  . 

0  und — — •  =  Oj  d.  h.    für    diese 

A  B 

Zeit    sind    beide    Wahrscheinlichkeiten    gleich  ,    da 

nun    alle    A,    welche    B  überlebt  haben,  abgestorben 

sind. 

Da  ferner  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  am  En- 
de des  nten  Jahrs  von  einem  Paare  A  B  irgend  eine 

n         n 

AB    _  A-B- 

Person  gestorben  sev»  = =c^ —   :^= 

°  ^  AB 

n         n 

A—  B^     .  ,  ,.         ,      ,    . 

I    —     " ;::; —     ist^)  so  hat  man  die  Walirschein- 

A  B 
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llchkelt,  dafs  ru  dieser  Zeit  B  überlebt  habe  A,  = 

n  n 

A—  B— 
I    —     — .    p  —  f]  (7;  wie  vorher  genommen). 

Dagegen    Ist    die    WahrscheinHchkeit,    dafs  am 

Ende    des    nten    Jahrs  von    einem  Paare  A  ß  beide 

Interefsenten  gestorben  sind  = 

n  n  n  n 

(A  —  A— )  (B  —  B~)     __  A—  B— 


AB  AB 

n  n 

A—  B—  ,       .        . 

J^ -7-—S ">  ^^^    ist  die   Wahrscheinlichkeit, 

dafs  zu    dieser    Zeit    B  gestorben    sey    nach    A,  

n  n  n  n 

A—             B—             A—  B— 
I —  -  -ß-  +  — — ß .  0  -le 

vorher  genommen). 

Anm.      Morgan  meint    in  seinen  Principles    S.    190  &  igi, 
dafs  auch  auf  die  ganze  Lebensdauer  der  altern  Person  B  ein 
Untei-schied  sey  zwischen  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  B   über- 
lebe A  und  dafs  B  sterbe  nach   A,  welchen  Unterscliied  er  zu 
y— 1  y— r 

(^   --   ^ )    ^ •  t,  ^-      A, 

~-  angiebt,  wo  y  die  Alterserganzung 


AB 

von  B  ist.  So  wie  indefsen  der  Natur  der  Sache  nach  kein 
Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Wahrscheinlichkeiten  seyn 
kann,  giebt  auch  die  im  §.  angeführte  Formel  die  Gleichheit 
dieser  Gröfsen,  indem  für  das  letzte  Jahr  der  Alters ergänzung 

y      y 

CA  —  A— )  B— 

der    Unterschied  :     -— ; ZZ    o    wird, 

A  B 

Wenn  aber  B  die  jüngere  Person  wäre  und  die  Wahrscheinlich- 

l^eit    ihres    Abslerbens    nach  der  altern  A  bis  zum  gänzlichen 
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n    n 
(A  —  A-)  B— 
Abgange  der  A  gesucht  wüi-de,  so  wäre  "~-- 


A  B 


n  n 

A  B-  B— 


A  B 


§.    U6. 

Wenn  man  eine  Reihe  der  Wahrscheinlichkeiten 
des  Ueberlebens  oder  auch  des  Sterbens  einer  Per- 
son nach  dem  Tode  einer  andern, jf/Vr  eine  bestimm- 
te "Zeit  gebraucht,  so  ist  es  am  bequemsten,  die 
WahrscheinHchkeit  des  Sterbens  der  altern  Person 
nach  dem  Tode  der  Jüngern  zu  berechnen,  wobey 
man  auf  folgende  Weise  verfahren  kann.  Wie  vor- 
her angeführt,  ist  die  vollständige  Wahrscheinlich- 
keit, dafs  am  Ende  der  Zeitn,  A  gestorben  nach  B,  = 


^A(B— Bi)-f-AAKB- 

-B^)+.. 

+  ^A 

(B  — B- 

-) 

AkAB-\'Ak^ 

AB 
AB^^. 

n — ■ 

.-\-Ak 

n- 

-  ^B— 

-1 

3  AB 
_    AAAB+AAV^Bi-|-AAl/L\Bi-f..-f-AA- 

1 — I        n- 
/AB 

-1 

AkAB-\-AA.^ 

AB 
^Bi4-. 

n— 

. +^A— 

-r             n- 

-AB— 

-r 

2  AB 

wo  die  Summen  der  Decremente  vonB  im  ersten 
Theile  sämmtlich  mit  aB°  anfangen  und  bis  zu 
dem    bezeichneten    Theile  fortgehen.     Man  schreibe 
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n — 1 
also  die  Decremente  von  A,  von  AA-  an  bis  A  A       , 

unter  einander,  und  daneben  eben  so  die  gleichna- 
migen Decremente  von  B.  Dann  summIre  man  in 
einer  dritten  Columne  die  Decremente  von  B  von 
oben  an  und  multiplicire  jede  Summe  dieser  Decre- 
mente von  B  in  das  nebenstehende  Decrement  von  A. 
Endlich  summire  man  auch  diese  Producta  Von 
oben  an,  wodurch  man  für  jedes  nte  Jahr  die  Gröfse 

n — 1  n^i 

f  .A^  t  f  A^  erhält.      Ferner  multiplicire 

man  auch  die  gleichnamigen  Decremente  von  A  und 

B  in  einander,  setze  die  Producte  in  eine    besondre 

Columne,  und  summire  diese  Producte    wieder    von 

n — 1  n — r 

oben,  so  dafs  man  auch/ .  A  A    '      .  ^  B  bekom- 

me. Dann  zieht  man  von  der  erstem  Summe  die 
Hälfte  der  letztern  ab,  und  dividirt  den  Rest  durch 
A  B,    so  -wird  der  Quotient  r= 

11 — r  n — 1  n — -r  n — i 

f,Ak J  AB —:^f.AA. .^B 

__ 

Diese  Regel  wird  durch  folgendes  Beispiel  erläutert 
werden,  wo  a  =  20?  bm  85  und  nach  Süfsmilchs 
Tabelle  A  =  491   und  B  =  I7  ist. 


eeLört    zur   Seite    2  56« 


Jahre     AA ,f^  B 


I 

V 

15 

2 

25 

1 

V 

35 

4 

1 

45 

5 

1 

55 

6 

4 

60 

7 

} 

65 

8 

1 

70 

9 

c 

90 

IC 

( 

96 

II 

i 

102 

fAA- 


15 

40 

75 

120 

175 

235 

300 

370 

460 

556 

658 


j 
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Hienach  hat  man  also  z.  B.   die  Wahrsclieinliclikeit, 

dafs  A  gestorben  sey  nach  B,  für  das    lOte  Jahr  z=: 

556  —  4i                      5i5  -P^.  . 

— -—  z=: ■  =  f«      ■L'ie  VV  ahrschem- 

491   .17  So-iy 

lichkeit,    dafs  zu    der    nämlichen    Zeit  B    gestorben 

n  n 

,     .  •    1     .  A—  B— 

sey  nach  A,    wird  al§o  =:=  I  -— J- 

/        -  AB* 

n         n  ■> 

A—  B— 

»    -—  T  41 9  T I     419      Je ^y  '  1,  — ■ 

/vp  *     —   i  491  17  T^  491  •  17  8J47  

8^-f/y.      Würde  die  Wahrscheinlichkeit  gesucht,  dafs 
am  Ende  des   iQten  Jaljrs  A  überlebt    hätte    B^    so 

n  11 

(B— B-)  A—  515 

wäre    sie  =    f   -|-  -—  — 


A  B  8347 

16  4.  l-iq  753q  T^.    ^^^  ,  .-.-,. 

-U  — =        ■-  =  rj.    Die  Wahrscheiuiichkeit, 

dafs  zu  derselben  Zeit  B  überlebt  hätte    A,  wäre=: 


A—   B— 


-     —   t;    =    I 


439  7539 


AB  8347         8347 

569  .'   ^        ■ 

8017  ■    .  /        - 

§.  137. 
Wenn  die  Jahre,  welche  jede  der  Personen 
A  nach  dem  Tode  ihrer  mitverbundenen  Person  B 
noch  lebt,  zusammengenommen  und  die  Summe 
durch  die  anfängliche  Anzahl  der  Personen  A  divi- 
dirt  wird,  so  erhält  man  einen  Durchschnitt  des  Ue- 
berlebens,  der  die  mittlere    Dauer  des   Ueherlehenst 

R 
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oder  kürzer  das  mittlere  Ueberleben ,  von  A  nach 
B  genannt  wird.  Da  nun  die  Anzahl  der  Paare, 
von  denen  A  lebt,  wenn  B  todt  ist,  im  ersten  Jahre 
=  A^  (B  —  B^),  im  zweiten  Jahre  =  AS  (B  —  B^) 
etc.,  im  letzten  Lebensjahre  von  A  aber,  wenn  x  des- 

X  X 

sen  Altersergänzmig  bezeichnet,  in  A  (B  —  B  ) 
ist,  so  hat  man   die  mittlere   Dauer  des  üeberlebens 

Ai(B— Bi)-hA^(B— B^)-f-.  .+A— (B— B— ) 
yon  A  _ — 

(A^  -|-  A5  -f.  . .  -I-   A— )  B 


A   B 
,Ai  ßi  i-  A5  B^  -f-  . .  4-  A—  B—       _ 


Ea    — 


A  B 

Eab,  d.  h.  das  mittlere  Ueberleben  von  A  über  B 
ist  gleich  der  mittleren  Lebensdauer  von  A,  weni- 
ger der  mittleren  Verbindungsdauer  von  A    und  B. 

Eben  so  ist,  wenn  y  die  Altersergänzung  von 
B  bezeichnet,  die  mittlere  Dauer  des  Üeberlebens 
von  B    über  A  ZU 

B^CA  — AS) -}- B^  (A  —  A^)  -f . .  +  B—  (A  —  A— ) 

a~'b 

y  y  1 1 

—  El) —  Eab.       B""  ,    B  etc.  und  die    durch 

deren  Multiplication  entstandenen  Producte  sind  gleich 

y  y 

o.      Wenn  aber  x  >•  y,  so  ist   A —  (B    —  B     )  = 

y                vji                     }  t  i                 y  t  1 
^A  B,  A—  (B  —  B~)  zz:  A B  etc. 


Von  Renten  etc.  auf  zwey  Leben.  2.59 

Wären  beide  Personen    von  gleichem  Alter,  so 
hätte  man  das  mittlere  Ueberleben  einer  jeden  über 

die  andre  ZZZ  Ea  —  E  a  a. 

Ex.  I.     Es  sey  a  i=  15;'  b  zzz  20>  so  ist  nach 

Süfsmilch  E  a  =  3^,56,  E  b  =  35j03  und  E  a  b 
^^^  26jI2.  Folglich  wird  das  mittlere  Ueberleben 
von  A  ZZI  38?56  —26,12  =  I2j44j  und  das  mitt- 
lere Ueberleben  von  B  :=  35j03  —  26712=  8791« 
Ex.    2.      Sind    beide   Personen   15  Jahr  alt,  so 


ist  wieder  nach  Süfsmilch  E  15 .  I5  ^^^^  27j68» 
Folglich  wird  das  mittlere  Ueberleben  einer  jeden 
Person  =i:  38^56  —  27,68  =  10,88- 

Anm.  Da  das  mittlere  Ueberleben  nnmittelbar  durch  Siib- 
traction  der  Verbindungsdauer  gefunden  wird,  so  bedarf  es  zu 
Berechnung  defselben  keiner  weiteren  Anleitung. 

§.  138. 

Nach  dem  vorhergehenden  §.  erhält  man  jedoch 
das    Ueberleben  nur  auf  volle  Jahre,       Will  man  es 

auchfü  r  —  Theile  des  Jahrs  haben,  so  ist  dafselbe« 
n 

wenn    A    überleben    soll ,    für    das    erste    Jahr    rrs 
[  ^^~   +  "^     ^^^    (B    -    Bi.   - 
A  B  )  +    (A5    +  -^mi  A  A)  CB  —   B^  — 

■^^AB)  -f  ..-I-  (Ai  4.-I-  AA)  CB-  Bi  — 

-i-AB)-f.Ax(B-B.)]=;^[    (A.   + 

K  2 
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l?-:ii-  A  A)  B  +  CA^  +  ^-^  aA)  b  +  . .  4- 

n  n 

^!-:^  AB)   +   (AI  +  -^^^^AA)(Bi  + 

A-t  +  i^.::^  A  A 


ab;  ^  . .  -f  AS  Bi] 


n  —  2 
n 
n  —  1 

2  n 


A 


A^B^+i^-  A  (AB)  -  Vt-'  A  A  .  A  B 

AB  ^       ^ 

I26>     Eben  so  hat  man  den  Werth  für  das  zweite 

As.  +   "~'    AAi 
Jahr   ==:  •■ 


A 
A3.  Bl  +  ^^— ^  ACAi  Bi)  —  — ^  A  Ai  .    AB- 

n  6  n^ 

■         ~'''~  Ä~B  " 

VI,  s,    w.     Für  alle  Jahre   erhält  man    also    den   ge- 

suchten   Werth   ::=z;  ■ 


A 


/A'^B -•  +  "~— /  A^A^BS)  _  "_I^.\/aAs.AB2 


2  n 


A  B 
wovon,    wenn    n    zu:     00    gesetzt    wird,   der  erste 
Theil    Zi:i:  E  a    -^    I ,     der    zweite    aber    E  a  b    -f« 


/A  A^  .  A  BS        . 

i r —_^ .        ist,     Q  S.    den    angegebenen 

6  A  B 

§.)       Alfo   wird  das  vollständige  Ueberleben  von    A 
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—  Jii  a  —  iij  a  b    -4-  r>7~~ >  wo  man  nach 

^  6    AB  ' 

dem    Vorhergehenden    den    letzten    Theil    entweder 

genau  berechnen,  oder  ohne  beträchtlichen  Fehler  rrr 

• setzen  oder  auch  den  Umständen  nach    ganz 

weglafsen  kann. 

Eben  so  hat  man   das  vollständige    Ueberleben 

/a  A's    A  B'ä 


von  B  über  A  —  Ea  —  Eab  -f-" 


6  A 


Wendet  man  diese  Sätze  auf  die  Hypothese  dgs 

gleichmäfsigen  Ahsterhens  an,    so  erhält    man    nach 

derselben,     wenn    a    und    ß  die    Altersergänzungeu 

der  beiden    verbundenen    Personen   bezeichnen,  und 

cc  "^  ß  ist,  auf  ganze  Jahre  gerechnet    das  Ueberle- 

,  .     „  -r,  — r~ Oi  ß 

ben  von  A  —  lii  a  —  Eab  ziz  . —  ■»  —  • 

+    i   +    7-  —  T^  (§•  ^I  ^"^d  128)>  =  "   — 

O  a  0 «  3 

j-  —    —  ,   das  Ueberleben  von  B  aber  :r^ 

2  ÖK  6« 

a  *  2  "^   6«  6«  6« 

I 

Will  man    aber  die    Correction   mit  berechne© 
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OC  ff 

go  vyird  das  Ueberleben  von  A^  — ~    4- 

2  2 

ßt  »  /J* 

,  das  Ueberleben  von  B  aber . 

6«  6« 

Wenn  (t  =:  ß  ist,  so  wird  das    Ueberleben  ei- 
ner jeden  Person  über  die  andre  l^H  ■ — •  izz ZU 

6«  6 

' — • .,  welches    nach  der    Hypothese  =:  E  a 

—  E  a  a,  wenn  dafür  die  vollständigen  Werthe  ge- 
setzt werden, 

Anm,  I.  Das  vollständige  Ueljerleb^  der  beiden  Personen 
fändß  mau  auch  durch  die  Integralrechnung  auf  folgende  Wel- 
se,    Wenn  x  die  verflofsene  Zeit  bezeichnet,    so  ist  das    voll- 

_f(ß   —   X)    xdx 

Ständige  Ueberleben  von  B  , • — ,  und  von  A 

a  ß 

f(a  —  x)  xdx 

. — .    ■ ■  ■  ■  ;    das    erstere   vrird    "         • 

«/? 

/xd  X  /x*  dx  x2 


,  das  letztere 


et  aß  2«  3  cc  ß 

X-^  X* 

aber  ^   — ,     Ist  nun  ß    die  kleinste    Alterser- 

2  ß  Saß  ' 

gänzung    und  setzt  man  x  ZZ  /?,  so  hat  man    das     Ueberleben 

....                   ß~                   ß^                  ß~ 
von  B  für  die  Zeit  ß — — _— _ ,  das 

2  «  3    a  6  a 

Ueberleben    von   A    für    die    nämliche    Zeit    aber    

ß              ß* 
'J—-   — ^     Der  erstere  Werth  ist  vollständig,  da  bey  Ab- 

a  3  « 

lauf  der  Zeit  ß  alle  Personen  B    abgestorben   sind.      Dagegen 
lobt  bey  Ablauf  der  Zeit  ß  noch  ein  Thejl  der  Personen  A,  al- 
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le  von  B  getrennt,  und  es  kömmt  tlaher  zu  dem  angegcLeiien 
zweiten  Werlhe  noch  hinzu  die  Lebensdauer  der  bey  Aldauf 
der  Zeit  ß  noch  lebenden  Personen  A,  über  alle  anfänglich  vor- 
liandene  A  verthcilt.  Da  nun  bey  Ablauf  der  Zeit  ß  sowohl 
die  Anzalil  als  die  Altersergänzung  der  dann  noch  lebenden 
Personen  A  «  —  ß  y   ^^  ^^^  ^^^  hinzuzulegende  Stück 

'        . L_  r=  •   —  ß  •\-  -^,  folglich  hat 

ß  ß"-  , 

man  das   eesammte  Ueberleben  von    A   HZ —   ■ '     "f" 

*  2  3« 

«  ,       ß^  «  ß        X       ß^  .       , 

—  /?   -1 = • 1 ■   ,   X7ie  oben. 

2  2a  2  26« 

Sind  beide  Personen  von    gleichem  Alter    und    ist  «  die 

Alttrsergänzung,  so  ist  das  Ueberleben  einer  jeden  Person  ZZ 

/(«  —  x)  X  d  X  /  X  d  X  y  x=  d  X 

«  gesetzt  wird,  rr:: 


«^ 

u 

X2 

X* 

,    also    wenn   x            u 

2  a 

3«^ 

a 

« 

cc 

, 

2 

3 

6 

Anm,  2.  Wenn  man  zu  der  mittleren  Verbindungsdauer 
von  A  und  15,  dem  nii Liieren  Ueberleben  von  A  über  B  und 
von  B  über  A  noch  die  über  alle  Paare  vertheilte  Zeit  hinzu- 
legt, während  welcher  die  Paare  ganz  ausgestorben  sind,  d,  h» 
die  Zeit  von  dem  Augenblick  des  Abgangs  der  letzten  Person 
eines  jeden  Paars  an  bis  zum  Ablauf  der  Altersergänzung  x; 
der  jüngeren  Person,  so  erliält  man  wieder  die  ganze  Alterser- 
gänzung   der   Jüngern    Person,       Es  ist  nämlich  diese  mittlere 

(A  —  Ai)    (B  ^  Bi) 
Zeit  des  Algestorhenseyns  — — ^ -j^ 

(A  —  M)    (B  —  B?)  AB  t  AB  t  .  . 


AB  '  A  B 


264  Dritter    Abschnitt. 

A  (Bi  t  B-  t .  •)  B  (AI  t  A^  t  .  ,) 


AB  AB 

AI  B'-  t  A^  Bi   t    .  . 


+ 


,^,  -rrx— -Ea  —  Ebf  Eab, 

A  B 

jSIimmt    man    lijezii  die    mittlere    Verbindurigsdauer,  iragleichen 

das  mittlere  üeberleben  sowohl  von  A  als   von  B,  so    hat  mau 

tlie  Summe  ZZ  x  —  Ea  —  Eb  -{-Eab  fEab  -f-Ea  —  Eab 

■f  E  b  —  E  ab  ZZ  X»  Tetens  gebraucht  diese  Zeit  des  Ausge- 
storbenseyns,  wie  er  sie  nennt,  um  das  längste  Leben  zu  be- 
stimmen» Ich  habe  sie  weder  dazu  noch  zu  Auflösung  sonstiger 
Aufgaben  nöthig  befunden,  und  daher  hier  nur  gelegentlich  die 
Dauer  derselben  angegeben. 

Uebrigens  mnfs  man  sich  diese  vier  Zeiten  nicht  als  auf  einan- 
der folgend,  sondern  wenigstens  zum  Theil  als  neben  einander 
bestehend,  vorstellen.  So  wie  nämlich  bey  einer  einigermaafsen 
beträchtlichen  Anzahl  von  Paaren  aus  A  und  B  das  Absterben 
von  A  und  B  anfängt,  giebt  es  lebende  Personen  A  und  B, 
die  von  der  mit  ihnen  verbunden  gewesenen  Person  getrennt 
sind.  Ferner  giebt  es  von  demselben  Zeitpunkte  an  Paare,  die 
ganz  ausgestoi-ben  sind,  so  wie  auch  eine  Zeitlang  noch  unge- 
trennte Paara  übrig  bleiben.  Die  Zalil  der  letztern  nimmt  im- 
mer mehr  ab,  so  ■wie  die  Zahl  der  ausgestorbenen  Paare  immer 
mehr  ziu  Die  Zahl  der  Personen  A  und  B,  welche  von 
einem  Paare  noch  allein  übrig  sind,  nimmt  eine  Zeit  lang  zu» 
jiachher  aber  wiedev  ab, 

§.   140. 

Bey  der  Berechnung  der  mittleren  Lebensdau- 
er werden,  wie  früher  gezeigt  worden,  die  Jahre, 
welche  eine  Anzahl  Personen  yon  gleichem  Alter  noch 
erreicht,  zusammengelegt  und  die  Summe  durch  die 
Anzahl  der  Personen  dividirt.  Bis  zu  diesem  mitt- 
lem   Alter  würden    sie    alle  leben,  ^venn  der  Iid^e- 
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griff  aller  auf  das  Leben  einwirkenden  Kräfte,  Um- 
stände etc.  über  Alle  gleich  vertheilt  wäre.  Aber 
eben  dieser  VeTschiedenlieit  wegen  erreichen  einis,e 
Personen  das  mittlere  Alter,  andre  sterben  vor  dem- 
selben, noch  andre  leben  über  dafselbe    hinaus. 

Treten,  zwey  Personen  von  gleiclieni  Alter  in 
eine  Verbindung,  so  kann  man  zwar  für  eine  jede 
derselben  einzeln  genommen  nur  eine  mittlere  Le- 
bensdauer annehmen;  allein  da  überhaupt  eine  An- 
zahl von  Personen  nach  und  nach  abgeht,  so  ist  es 
wahrscheinlich,  dafs  auch  diese  zwey  zu  verschie- 
denen Zeiten  sterben  und  eine  oder  die  andre  von 
ihnen  dem  höchsten  Lebensziele  näher  konmien  wer- 
de als  eine  allein  für  sich,  und  es  entsteht  also  die 
Frage,  wie  lange  der  Wahrscheinlichkeit  iiach  die 
letzte  derselben  leben  werde.  Auch  selbst  wenn  ei- 
ne jüngere  Person  mit  einer  altern  verbunden  ist,  wird 
das  längste  Leben  unter  den  beiden  Personen  über  die 
mittlere  Lebensdauer  der  Jüngern  Person  hinausgehen, 
indem  einzelne  der  altern  Personen  die  mit  ihnen  ver- 
bundene jüngere  Person  übei'leben,  und  also,  imGanzen 
genommen,  die  zuletzt  sterbende  der  beiden  Perso- 
nen eines  solchen  Paars  länger  lebt  als  eine  dersel- 
ben einzeln  genommen,  sey  es  die  ältere  oder  jün- 
gere, leben  würde. 

Das  längste  Lehen  unter  zwey  Personen  A  und 
B  ist  nun  die  Zeit,  bis  zu  deren  Ablauf  im  Durch- 
schnitt irgend  eine  der  beiden  Personen  lebt,  folglich 
entweder  A  und  B  zusanmien,  existiren,  oder  A  al- 
lein oder  auch  B  allein  lebt.      Wenn  also  das  Alter 
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der  beiden  Personen  mit  a  und  b,  ihre  AltersergänT 
Zungen  mit  x  und  y  bezeichnet  werden,  und  die 
anfängliche  Anzahl  dieser  Paare  =  A  B  ist,  so  ist 
die  Anzahl  der  Jahre,  welche  die  Paare  zusammen- 
genommen, so  lange  sie  vereint  bestehen,  durchle- 
ben, =  Ai  Bi  4-  A^  B^  +  .  .  4-  A-  B— ,  die 
Anzahl  der  Jahre,  welche  die  einzelnen  Individuen 
aus  den  Paaren,  woraus  B  verstorben  ist,  zusannnen- 
genommen  leben,  =::  A^  (B  — ■  B^)  +  A^  (B  —  B^) 

I  X 

-|-  . .  -|"  -A-  (B  —  B — ),  so  wie  die  Anzahl  der 
Jahre,  welche  die  einzelnenlndividuen  aus  den  Paaren, 
wovon  A  verstorben  ist,  zusammengenommen  leben, 

=  B^  (A  —  A^)  -f  B  =  CA— AI)  -f . .  -}-B— (A— A— ). 
Wenn  man  nun  diese  drey  Summen  von  Jahren, 
"welche  die  Paare,  als  Einheiten  gerechnet,  zusam- 
mengenommen, so  wie  die  einzelnen  Individuen  der 
getrennten  Paare  zusammengenommen  leben,  durch 
die  anfängliche  Anzahl  der  Paare  dividirt,  so  erhält 
man  die    mittlere    Dauer    des    längsten    Lebens    

Ai  B^  4-  A=  B?  -|-  . . 

-  j^  h 

Ai  (B  —  BS)    -f   A^  (B    —   B^)  +  . . 
"  Ä~B 

BMA-A^)+  B-^  (A-AO  +  ..     _  ^^ 
A  B 
+  E  a  —  E~Ib  -fEb  —  Ea'bizzEa   -f-Eb  — 

E  a  b  ,  d.  h.  die  Dauer    des    längsten   Lebens  [unter 
A  und    B  ist  gleich  der  Sunmie    der   mittleren    Le- 


+ 
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bensdauer  von  A  und  B,  weniger  der  mittleren  Ver- 
bindungsdauer   beider. 

Wenn  a  ^zr  b  wäre,  so  würde  die   Dauer   des 
längsten    Lebens    für    zwey    Personen   vom  Alter  a 

rzz  2  E  a  —  E  aa. 

Da  übrigens  die  Correction  sowohl  für  E  a    als 


T.  —  /  A  AS  .  A  B^ 

EbzifjfürEab  aber  =  f  — .  „ ist, 

0  A  rS 

so  wird  die  Correction  für  das  längste  Leben,  wenn 

es    vollständig     gerechnet   werden    soll,     mr    ~    -j- 

/  A  A2-  ,  A  B- 

T-^ j   WO  man  wieder  den  letzten  Theil 

6  A  ß 

den    Umständen    nach    entweder    genau   berechnen 

oder   zzi   .  setzen    oder   auch  ganz    weglafseu 

6  « 

kann. 

Ex.  Es  sey  a  nr  15,  b  Hl.  55 1  so  wird  die 
Dauer  des  längsten  Lebens  nach  Süfsmilchs  Ster- 
bensordnung =  38,56  -j- 14,50  —  13,09  =  39?97. 
Wäre  a  :=:  b  Z^  15,  so  würde  die  Dauer  des 
längsten  Lebens  =z  2-38,56  —  27,68  =^  49,44. 
Anm.  1.  Bey  dem  gleich mäfsigen  Absterben  wäre  die 
Dauer    des     längsten   Lebens  unter  A  und  B,    wenn  cc  und  ß 

die    dazugehörigen   Altersergänzungen   sind, 
ist,  so  Wird  also  das  längste  Leben  ZZ 


Jj  - 

2 

^ 

• 

Wenn 

a 

—  ß 

« 

2  K 

-b 

6 

i' 
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In  beiden  Ausdrücken  ist  die  Correction  sclion  mitbegriften. 

Anm.  2.  Da  übrigens  das  längste  Leben  aus  den  Lebens- 
dauern und  Verbindungsdauern  gefunden  Avird,  so  bedarf  es  kei- 
ner weiteren  Anleitung  zur  Bereclinuns   defselbenf, 


Zweites     Kapitel. 

Von 
Verhüidungsr  eilt  eil  unter  zwey  Personeju 


§.  141. 

Eine  Verhindiingsrente  ist  eine  Rentcj  welche 
so  lange  bezahlt  wird,  als  zwey ~  oder  mehrere  Per- 
sonell zusammen  leben,  folglich  mit  dem  Tode  der 
zuerst  sterbenden  Person  aufhört;  sie  lieifst  daher 
auch  eine  Rente  auf  das  kürzeste  Lehen.  Hier 
wird  fürs  Erste  nur  von  den  Verbindungsrenten  für 
zwey  Personen  gehandelt  werden ,  und  es  wird 
hauptsächlich  darauf  ankommen,  den  haaren  Werth 
der  Verbindungsrente,  die  jährlich  mit  I  Rth,  be- 
zahlt wird,  zu    finden. 


§.  142. 

Wenn  man  zuerst  annnimmt,  dafs  die  Verbiu- 
dungsrente  am  Ende  jedes  Jahrs  an  die  dann  noch. 
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hestehenden  Paare  mit  l  Rth.  bezahlt  "werde,  dafs 
die  verbundenen  Personen  anfänglich  vom  Alter  a 
und  b  und  die  ursprüngliche  Zahl  der  Paare  zzm 
A  B  sey,  so  ist  am  Ende  des  ersten  Jahrs  zu  zahlen 
A-  B-,  am  Ende  des  zweiten  Jahrs  A^  B^,  am  En- 
de des  dritten  A-^  B-2    etc.    und    am  Ende  des  ^Sten 

ß       ß 
Jahrs  A —  B — ,     womit  die  Reihe    abbricht ,    wenn 

nämlich  ß  die  Altersergänzung  der  altern  Person, 
hier  B,  ist.  Discontirt  man  aber  alle  diese  Zahlun- 
gen auf  den  Anfang  des  ersten  Jahrs  und  dividirt 
die  Summe  der  discontirten  Zahlungen  mit  der  an- 
fänglichen Anzahl  der  Paare,  so  erhält  man  den  haa- 
ren Werth  der  Rente  für  jedes  Paar  ZIZ 
I  Ai  B^  A^   B^  AA  Bi 


oder  kürzer — Ar-    C  -— — — >    wo    die    Reihe  so 


I  A'i  B'i 

AB  -^  '  V' 
lange  fortzusetzen  ist,  bis  der  Index  von  A  und  B 
so  wie  der  Exponent  von  r  mz  ß  werden.  Diese 
Verbindungsrente,  nämlich  die  für  zwey  Personen 
vom  Alter  a  und  b  jedesmal  am  Ende  des  Jahrs,  in 
so  fern  sie  dann  noch  zusammen  leben,  bezahlt  wird, 

soll  mit  X  ab  bezeichnet  werden,  so  das  also  A  ab  HH 

I  A'i    B'i     . 

■  ,   ^-   r ist.      Wenn    man    keine    andre 

AB    J  r • 

Hülfstabelle  hat  oder  einrichten  will  als  die  discontir- 
te  Mortalitätstabelle,  (wo  nämlich  die  Zahl  der  Le- 
benden für  jedes  Altersjahr  n  mit  rn  dividirt  ist), 
so  kann  man  nach  dieser  Formel    die    Verbingsren- 
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ten  berechne^n.      Ist   nämlich    unter    den  gegebenen 

Personen  A  und  B  die    ältere  B,  so  multiplicirt  man 

Bi           , .    .         B^  ,.,/?. 

A-     m ,    A^    m ■    etc.  bis  A—    m 

rb  f  I  rb  f  2 


B^ 


— ,  welche  Ausdrücke  für  B  aus    der  Tabel- 


le  genommen    werden,    addirt   alle    diese   Producte, 

und    dividirt    dann  die    Summe  mit  A . ,     "■ , 

rb 

A'i  B'i  —      ^    , 

wodurch    man    f  .    — .    ,  p       m    A  ab  erhalt. 
^  r*  AB 


§.  143. 

—        A^  B^  A*  B^ 

Es  ist  ferner  A  B  .  A  ab  Z=: \- 

r 

A-^B*  — 

4-  —j-  -f-  .  .,  folglich  (r  —  I)  A  B  .  A  ab  =: 

A^  B^              A^  B^  AI   B-i 

~~^        I ; ■  +  ■      ^  •"  *  • 


AS  B^  A^  B:^ 


r  r^ 

AB— A(AB)           A^  BS  —  A  (A^^  B^)  j 

r«               '                        r~  '  I 

AS  BS  ) 


A5  B^  —  A  (A^  Bl) 


r= 


A^  B^                                        ACA^BS) 
— — —  -..=:AB-/ -^» 
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undAab  = (AB  —  f 

(r  —  O  A  B     ^  ^ 

_  A(ASB2)  -      A  (A^   B^) 

—  VCl-f     ^.  ,^— )>    wo    /- 


r^AB      '  -^  r°  AB 

A(AB)  A  CA-  Bi)  A  (A^  Bl) 

A  B       "^  AB  r  +   '       AB  " 


r' 


-}-..,  welche    Reihe  bis    zur    Altersergänzung  der 

altern  Person  fortgeht. 

Nun  ist  ferner  A  (A  B)  =r  A  B  —  A^  B^  z=: 

(A^  +  A  A)  (B^  4-  A  B)  —  A£  BS  izz  A  A .  B^ 

-fAB.A^  -f-  AA.aB    (oder    auch  z=  A  A  .  B 

4-  aB.A  —  AA.aB);  eben  so  ist  A  (A^  B^)  i^ 

Ai  Bi    —  A^  B:^    =  A  Ai  .  B^   +    A  B^ .  A^  -f 

A  Ai  .  ABS  (oder  auch  J=z  A  As  .  B^  -{-  A  B^  .  A^  — 

A  CA—  R— ^ 
A  AS  .  ABS)  etc.  Man  erhält  daher  auch  /■  ^ 


r^ 


A  A'^ .  B's  A  B^ .  A's 


r^ 


AA^.AB^  ^      A(A2    B^) 

f ,     wonach    man  / 


aus  diesen  drey  Theilen  zusammensetzen  kann.  Da  je- 
doch Ai -}- AA  =1 A,  A^  4-  AASnrAs  etc.,  so  kann 
man  auch  die  beiden  letzten    Theile  in   einen  einzi- 

..    ,.  ^    .         AB^^.A'^  _  „ 

gen ,    namlich    m  f zusammentalsen,  wo- 

r,ri   V  1,    .      ACA«B^)                 ^      AA'^B's 
nach  folglich  f i —  zz:  f — 

A  B'—  .  A'- 
4"   f wird.      Uebrigens  erhellet  es 

von  selbst,  dafs  man  bey  Berechnung    dieser   Theile 
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wieder  die    discontirten    Zahlen    der    Lebenden  ge- 
brauchen könne,  wobey    jedoch    zu    beobachten    ist, 

A  A'— .  B'— 
dafs,  da  man  hiernach  die  Summen  y '- 

A  B'2  .  A'^ 
und  / ; erhält,  man  diese  Ausdrücke  noch 

mit  r  muitipliciren    muise,    umy  ■ 


,        AB'5  A'i 

und    /  zu  erhalten. 

J  ro 

Weil     ferner    A  A^  1=  A  A  —  A*  A  ,    A  A« 

üZiAA  —  A-A  —  A^A-  etc.  {§.  S1)  imgleichen 

^B^zzzaB  — A=B,  AB-iz:  AB  — A^B^—  A^B^ 

etc.,   so  kann  man  hienach  auch   die  Differenzen  der 

A  A'^  B'i         ,         A  B'S  A'i 
Jjecremente     ni    J   undy- 


setzen,  wobey  man  jedoch  die  zweiten  Summen  der 
discontirten  Zahlen  der  Lebenden  gebrauchen  würde. 
Alfin.  Diese  hier  angeführten  Formeln  sind  den  in  den 
§.  §.  64  luul  67  angegebenen  Ausdrücken  zur  Berechnung  der 
Leibrenten  auf  ein  einziges  Leben  analog.  Sie  erfordern  in- 
clefsen  die  Decreraente  der  Verbindungen,  die  entweder  dm-ch 
die  Subtraction  der  Zahlen  der  iingetremiten  Verbindungen  be- 
rechnet oder  auch  aus  Tlieilen  zusammengesetzt  werden  sol- 
len. Die  Berechnung  wird  dahey  weitläufiger  als  nach  dem 
folgenden  §, 


^.  144. 

Noch  ist  P.  ab  oder  ^,  ,,  -  C 4- 

AB    ^  X 
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A*  Bi     ,     AI  El     ,        ^            1         rA-~z?A)  B^ 
+  -77- +  ••)==  "AB"  ^ i^ 


i-a  r  = 


+ 


(A  —  ^A   —  jdAi)  B^  , 
-^   + 


(A  —  ^A    —  ^A»  —  ^A=)  El 


r 


A         Bx  B^       ,       Bi  ^A     Bi 

"AB"  ^"T^  "^  -^  +  "7r-+"^-ÄB  ^~r+ 

B^  B-i  ^Ax      _B2_  BX 

,  ^         ^A^      Bi      ,  ^  ,, 

~  ^  A  B    ^  r^      ^  ' 

I        ^A    ^B'^  ^A^  B>^ 

A  ^    B     ^     r      '*'     B     ^  r^      "*" 

^A^   ^  B'i              ^      TT  ^  ^       '     r    ^''      — 
— ^ —  / h  •  •  )•     Und  da    -— -  / ss 

1        B'^  B^       

l  h,  ferner  -:^  f •  =  —^ —  ^  b  *J-  I,  eben  »o 

I        B'i  B^        ^ — -■ — 

-=r-  r rr:  -rr — -   A  b  +  2  >    etc. ,    so  hat  man 

B  V     r*  Br2  ^ 

— '  1 

auch  ;i  ab  =  ;  b (AA,  Ab  4- 

A  * 


^  Ai.-^—  Xb+I  4.^A^.-^-^Ab  +  2 

-f*  .  0?  wonach  die  Verbindungsrente    für  A  B    aus 

den  Leibreuten  für  B  Zusammengesetzt  Averden  kann. 

Will  man  aber,  anstatt  der  Decremente  von  A, 

die   Differenzen    derselben    gebrauchen,    so   hat  man 

Aab     =     Ab    —    - — —-  / — 

AB  ^     r^ 
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J  r2 


A  B 


^A  — ^»A  —  ^*Ai  B'i 


A  B 
:4A     ,^    B'i         -B'a  B'i 

=  ''^  -  -AB-  c/-r-+/~Tr-+/— 71- 

+ --^  + -XF  (/-r^+/-7T- + --^  + 

~       ^  ~  ABV     r'^ 


B' 


+ 


§.  145. 

Vermittelst  der  im  vorhergehenden  ^.  angeführ- 
ten Forinehi  und  einer  besonders  einzurichtenden 
Hülfstabelle  lafsen  sich  die  Verbindungsrenten  auf 
eine  ähnliche  Weise  wie  die  Verbindungsdauer  Cnach 
§'  124)  finden.  In  der  ersten  Columne  dieser  Hülfs- 
tabelle schreibt  man  die  Jahre  des  Alters  von  0  an. 
bis  zum  höchsten  Lebensziel  unter  einander.  In 
der  2ten  Columne  werden  die  auf  das  J.ihr  0  dis- 
contirten  Zahlen  der    Lebenden  jedes    Allers    aufge- 

führt,  so  dafs  bey  dem  Alter  a   die  Zahl  ,    bey 

ra 
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a  +  I   die  Zahl    ■ ; etc.  steht.       Die    dritte 

■  j,a  T  I 

Columne  enthält  die  Summen  dieser  discontirten  Zah- 
len der  Lebenden  von  unten  an  berechnet,  so  dals 
die  Summe  für  n  Glieder  von  unten  bey  dem  nten 
Gliede  von  unten  angeführt  ist.  Aufserdem  hat 
man  wieder  einen  beweglichen  zu  der  Tabelle  pas- 
fenden  Streifen,  worauf  die  Decremente  der  Zahlen 
der  Lebenden  nach  der  Reihe  unter  einander  stehen. 
Bey  dem  Gebrauche  legt  man  den  Streifen  so 
an  die  Columne  der  Summen,  dafs  das  Jahr  a  des 
erstem  neben  das  Jahr  b  -f-  l  der  letztern  zu  liegen 
kömmt.  Dann  multiplicirt  man  jedes  Decrement, 
vom  Jahre  a  an  bis  zur  kleinsten  Altersergänzung^ 
in  die  nebenstehende  Summe  der  discontirten  Zah- 
len der  Lebenden,  addirt  darauf  alle  diese  Produc- 
te,  und  dividirt  die  Summe  derselben  erstlich  mit 
der  discontirten  Zahl  der  Lebenden  vom  Alter  b, 
und  zweitens  mit  der  ungeänderten  Zahl  der  Le- 
benden vom  Jahre  a,  worauf  man  endlich  diesen 
Quotienten  von  der  Leibrente  für  das  Alter  b  ab- 
zieht. Es  ist  nämlich  nach  der  Einrichtung  der  Ta- 
belle   die    Sunnne    in    der    3ten   Columne  bey  dem 

Alter    b    -f.    I     =   _ü L  ■       ^  -*-  .  .  ^ 

rlj  t  1     ~      rb  1 3       ~ 

/   — TT — ^^—  — 7~ r -y  eben  seist  die  Zahl  bey 

•^      rb  1 1  rb  v/       r  • 

dem  Alter  b  -j-  2  = f etc.    etc. 

rb    J  Y^ 

S   2 
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Folglich    erhält    man     durch    Multiplication    dieser 

Summen    mit    den  dazu  gehörigen  Decrementen  die 

1         B"-  1  B'^ 

Producte^A f +  ^  Ai r 4- .. 

rb  J      r»  rb  J      r- 

etc,    und  es  ist 

,       1     ^B'i  ,   .     ,^      I     ^    B'5      ^ 

AK,-—f — -f-^A^.  — -Z^- .  -f.  .. 

rb  •'    r*^     '  -      rb  -^      r- 


als 


AB  ^      r«      **        AB   ^     r2       '^ 

dem  nach  dem  vorhergehenden  §.  von  A  b  abzuzie- 
henden    Theile    des    dort     angegebenen    Ausdrucks. 

Will  man,  anstatt  der  Decremente  der  Zahlen 
der  Lebenden,  die  Differenzen  dieser  Decremente 
gebrauchen,  so  mufs  der  vorhin  beschriebenen  Ta- 
belle noch  eine  vierte  Columne  hinzugefügt  wer- 
den, welche  die  zweiten  Summen  der  discontirten 
Zahlen  der  Lebenden,  eben  so  angeordnet  wie  in 
Ansehung  der  ersten  Summen  vorher  bemerkt  wor- 
den, enthält.  Auf  den  beweglichen  Streifen  trägt 
man  anstatt  der  Decremente  ihre  DifFerenzen,  mit 
dem   zugehörigen  Zeichen   -4-  oder  -7-,     auf. 

Bey  dem  Gebrauche  legt  man  den  Streifen  an 
die  vierte  Columne  der  Tabelle  so,  dafs  die  Diffe- 
renz des  Jahrs  o  neben  der  2ten  Summe  des  Jahrs 
b  -f-  2  zu  stehen  kömmt.  Demnächst  multipllclrt 
man  jede  Differenz  in  die  daneben  stehende  zweite 
Summe  der  discontirten  Zahlen  der  Lebenden,  addirt 
alle    diese  Froducte  (wobey  begreiflich  die  negativen 
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Producte  abgezogen  werden),  dividirt  dann  die 
Summe  der  Producte  zuerst  mit  der  discontirteii 
Zahl  der  Lebenden  bey  dem  Jahre  b,  und  dann 
den  Quotienten  noch  mit  A,  durch  welche  Opera- 
tion   man    aus    den     vorhin    angeführten    Gründen 

das  Product C^*  A  .  -—-  /* f- 

AB  rb  J         r- 


AB     ^  J        r^       '  ^  r»      ^  ^ 

erhält.     Dieses  Product  addirt  man  sodann  zu  Ab  — 

AA.  B'- 

—-—.=—  r  *  • ,  wonach  die  Summe  die   eesuchte 

AB  V  r'  ^ 

Verbindungsrente    giebt. 

jVnm«  Zur  Vergleicliung  dieser  Berechnung  mit  der  lai 
$.  i43  erwähnten  füge  icli  nur  noch  hinzu,  dafs,  wenn  die  De» 
cremente  gebraucht  werden,  hey  ersterer  der  verneinte  Tlieil 
aiis  ß  Pifoducten  bestehe,  die  in  eine  Summe  eusammengelegt 
Werden  müfsen,  Wo  /?  die  kleinste  AUersergänzung  ist.  Nach 
der  Formel  des  §^  i45  besteht  der  verneinto  Theil  aus  2  ß 
Producteu.  Wenn  nun  gleich  der  eine  Factor  in  den  Produc- 
teu  des  letztern  Ausdrucks  kleiner  ist  als  in  den  des  erstem,  so 
ist  doch  im  Ganzen  dio  hier  angegebene  OiJeratioa  kurzer» 


Soll ,  die  Verbindungsrente  aber  nicht  allein  an 
diejenigen  Paare,  die  am  Ende  jedes  Jahrs  noch 
leben,  sondern  auch  für  diejenigen,  welche  im  Lau- 
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fe  des  Jalirs  durch  den  Tod  einer  oder  beider  In- 
terefsenten  ausgehen,  bezahlt  werden,  so  kann  man 
zunächst  wieder  im  Allgemeinen  untersuchen,  was 
zu  zahlen  seyn  würde,  wenn  jedes  Paar  für  das 
Jahr ,  worin  es  getrennt  wird,  einen  vollen  Renten- 
thaler,  und  zwar  am  Ende  des  Jahrs,  erhielte.  Die 
Zahl  der  abgehenden  Paare  ist  nun  im  ersten  Jahre 
=z=  //(AB),  im  zweiten  =  ^(A^B^),  im  dritten 
;==  A  (A^  B5j  etc.,  und  eben  so  viel  Rententhaler 
sind  in  jedem  Jahre  zu  erlegen.  Discontirt  man  die 
Zahlung  jedes  Jahrs  auf  den  Anfangstermin  und  di- 
vidirt  die  Summe  dieser  discontirten  Zahlungen  mit 
der  anfänglichen  Anzahl  der  Paare,  so  erhält  man 
den  Werth  des  an  die  in  jedem  Jahre  abgehenden 
Paare  zu  zahlenden  Thalers  für  jedes  Paar  =; 
,    ^(AB)  A  (Ai  Bi) 


AB         ^  r  ♦  r' 

r?  "T  '  -^  —  A  B  r  /  r« 

Diese  Gröfse,  nämlich  der  Werth  eines  Thalers,  der 
für  jedes  Paar  aus  AB  am  Ende  des  Jahrs,  worin 
es  nach  den  Tabellen  durch  den  Tod  getrennt  wird, 

zvi  zahlen  ist,  soll  künftig  der  Kürze  wegen  mit  <&  ab 
bezeichnet  werden, 

Uebrigens    lindet    man     den    Ausdruck    19-   a  b 


&US    der    Verbindungsrente  A  a  b.      Es    ist    nämlich 

—                      p      ^         ^(AS  B2) 
(f,   143.)  A  ab  =  p-  -j-^J    ^ ■ 

S«=  p    — '  p  V  \?  a  b,    folglich    wird    p  r  i^  a  b   =  p  — 
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p     —    A  a  b 

A  a  b  ,  und  i9-  a  b  — " 

'  pr 

I  il  a  b 


r  pr 

Auch    hat   man    aus    §.    144    ^  a  b    =  A  b  — 

__  (^  A  /  -__  +  Jf^^f-pr-  +  •  • )'  ^"'8- 

lieh,    (da    ;ib  =    p    —    pra'>b)    p   —  pr^  ab  = 
p   _    p  r   ^b -^~    iAAf  -7-  + 

B'i  — 

A  Ai  /   — ^ f-  ..)?   wnd  pr^ab  =  prx^b  -{- 

_JL-   (^A  /_5l-+^Ai/3±-   +i.)oder 

—  I  B'i 

.0  a  b    =     ^  b  -}-    -— -    (^  A  /  • 4- 

'      p  r  A  B  -^       r         ' 

B'* 

Aiim,  Es  erklärt  sich  übrigens  leicht,  warum  ^  a  b  ^ 
«0- b  ist.  Zwar  soll  nach  ^ab  dieselbe  Anzahl  von  Sterbetha- 
lern  bezahlt  werden  als  nach  -0  b,  indem  eben  so  viele  Ver- 
bindungen nach  und  nach  aufhören  als  Personen  vom  Aller 
h  sind*  Aber  die  Verbindungen  hören  zum  Tlieil  schon  auf, 
wenn  die  andre  Person'A  stirbt,  und  ein  Tlieil  der  Sterbelha- 

1er  ist  also  nach  ■Q'sh  früher  fallig  als  nach  {)•  b.' 


§'    147. 
Nimmt  man   nun  an,   dal's  die    in  jedem  Jahre 
ausgehenden    Verbindungen    in  der  Mitte  defselben 
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alle  auf  einmal  aufliörcn,  und  für  jede  am  Ende  des 
Jahrs  ein  halber   Thaler  zu  zahlen  sey,  so  ist  das  zu 

der     Verbnidungsrente    Iah    noch    hinzuzulegende 

Sliick  =:  ~  ■&  ab,  und  da  nach  dem  vorhergehenden 

-—7-        .1  ^  a  b  .    ^       .  -      » 

§.  <Ö^  a  b  = -' ,    So  wird    hiernach  der 

r  pr 

vollständige  Werth  der  Verbxndungsrente  :=;  l  ab  -{- 

1  A  ab  I  .        I 

=  (1 )  ;t  ab  H . 

5  r  2  pr  2  pr  2  r 

Für  den  Zinsfufs  von  4  Procent  wird  dies   =: 
ii-  AaT  4-    —i—  =   0,98077  A  ^b   +  0,48077- 

53  2,08 

Für  r  z=.  1,05  hat  man   den  gedachten    Werth  = 

^  A  ab  —  ——  =   0,97619  A  ab   4-  0,47619» 
43  3,10 


§.  148. 
Es  ist  jedoch  bereits  oben  §.  126.  angeführt, 
dafs,  wenn  die  einzelnen  Personen  in  gleichen  Zwi- 
schenzeiten während  des  Jahrs  absterben,  die  in  je- 
dem Jahre  aufhörenden  Verbindungen  nicht  mi 
Durchschnitt  bis  zur  Mitte  fortwähren  können,  son- 
dern dafs  bey  jener  Voraulsetzung  die  Zeit,  wel- 
che die  im  ersten  Jahre  aufhörenden  Verbindungen 
während  defselben  fortbestehen,  über  alle  Paare  ver- 

theilt,  =  1-^^^—  ^  —  _^-, wahrend 

des  zweiten  Jahrs  r=  \  — r—^ — 

A  h 
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•  etc.    sev.      Foldich  ist  zu    dem 

6  A  B  J  o 

Werthe  der  Verbindmigsrente  I   eines   jeden  Paars 

hinzuzulegen,    für  das  erste  Jahr  i  ■ — -—- — 

D    '  A  B  r 

I        ^A.^B 


)    für   das    zweite    Jahr 

etc.  Dies 


6  AB  r 

A  (AiBt)  I         y^  A^.^  Bi 


^  AB  r2  6  AB  r^ 

beträgt    für    alle    Jah?e    zusammengenommen 

—  I  r    AA^.A^^ 

^  ^^  ab -— -/ . 

6  AB  r  -^  r° 

Hier  kann  man  nun  wieder  diesen  letzten  Theil, 

namlich     — — /  • •,    je  nachdem 

6  AB  r   «^  r«> 

es  die  Beschaffenheit  fordert,  entweder  nach  seinem 
genauen  Werthe  berechnen  oder  nach  der  Hypothe- 
se des  gleichmäfsieen  Absterbens  ir: f 

setzen,    wo  er,  da  für  r  >•  I  jederzeit  J 


<C  ß  ist ,    Immer  < bleibt,  oder  auch  ganz  weg- 

6« 

lafsen ,    in     welchem    Falle    dann    die    vollständige 
Verbindungsrente,  so  wie  sie  im  vorhergehenden    §, 

angenommen,  =;  ;,  ab  -|-  ^i^-ab  =  (l \ — ) 

^  a  b    4-  wird, 

ar 

Sonst  ist  auch    noch    der  Werth    der    Verbin* 
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dungsrente,  wenn  sie  für  alle  Paare  nach  Verhält- 
nifs  der  Zeit,  die  sie  bestehen,  jedoch  am  Ende  des 
Jahrs    bezahlt    werden  soll,    für   das    erste    Jahr  =1: 

_i—  /  (A  -  X    A  A)    (B  -   X  A  B)    dx  = 

A  11  r 

■Fa  B  /  d  X  —  (A  A  B   -i-   B  A  A)  /x  d  X 


AB  r 

A2  Ba  A*  A  B^ 


4-  AA.AB/x^dx"!  = 


A  B  r  *         A  B  V 


B°  A  A^  A  A2  A  B^  A^  B^ 

+  f 


AB  r  '    '         ABr  sABr 

A^  Bi      .         B^  Ai  .  Ai  Bi 


^    ^     ABr       "^        ABr       ^'^^  AB  r      " 

Eben   so   ist    der    Werth   für    das    zweite    Jahr  = 
A5  Bi        .  AJt  B^      .  A^  Bi 


^      A  B  r^        '     *     ^  A  B  r2      '         A  B  r^ 
A5  B^ 


^       ABr» 


etc.     Daraus  erhält  man  den    Werth 


A—  B  — 


für  alle  Jahre  =  |  — A  (a  —  l)  (b  —  1) 

A  xJ 


A— r-      .         B 


+  I  [— T— Ka-I)b  +  .—-  ^  a  (b  ~  1)]  4- 


A        '        ^      '        ß 


^  ^  ab. 


§.  149. 
Sollte  die  Verbindungsrente    nicht    auf  einmal, 
sondern  in  Terminen    bezahlt  werden,  so  kömmt  es 
darauf  an,    wie  viel  während  jedes  Termins  zu  zah- 
len ist,       Dies    ergiebt  sich  für  jedes    nte  Jahr    aus 
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der    Formel  /(A—  -J-  (i  —  x)  AA )  (ß—  + 

n— 1  n         n  n  n  —  i 

(I  — x)  AB )clx  =  A— B—.x  +  CA— AB 

11  n — 1  x^  n  —  I  n  —  i 

-I-  B—  A  A )  (x  —  — )  4-AA .AB (x  — 

X* 

X  ^  -j-  ),  wenn  man  x  jedesmal  dem  ab- 
gelaufenen Theile  des  Jahrs  gleich  setzt  und  den 
Werth  jedes  Theils  von  dem  des  folgenden  abzieht. 

Soll  nun  zuerst  die  Rente  halbjährlich  bezahlt 
werden,  so  erhält  man  die  für  das  erste  Semester 
jedes  Jahrs  zu    zahlende    Rentensumme,  wenn  man 

n       n 
in  der  obigen  Formel  x  =  |  setzt,   =   ^  A       B 

n  n  —  1  n  n — i  n  —  i  n  —  i 

+|(A— AA -f  ß— AA )  +  ^\  AA .  AB 

n         n  11  11  —  I  n  n  —  i 

=  i  A^  B~  +  I  (A—  A  B -f  B—  A  A 

11  —  I  n  —  I  n  —  1         n  —  t 

4-  AA .  AB  —  )-|-G'k  -  I)  AA .AB 

n  n  n — i  n — i 

=   i   A-    B-    +    I    A    (A B )    - 

n— I  11 — I 

i2  A  A  .  A  B         .      Für    das    ganze    Jahr  hat 

man,  wenn  man  in  der  obigen  Formel  x  =:=  l  setzt, 

n  n 

die    Rentensumme    ohne    Zinsen    =   A —    B —    -j' 

n  n — I  n  n — i  n — i  n — i 

i(A— AB -f-B-AA )-f^AA .AB , 

wonach    also,    wenn    man    hievon    die    für  das  erste 
Semester  gefundene  Summe  abzieht,  die  im  zweiten 

n  n 

Semester  zu  zahlende  Rentensumme  ==  i  A~"  B~" 
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n  n — 1  n  n — r 

+   f  CA—  A  B +  B—   A  A )    + 

n — r  n — i  n        n  n — r  n — r 

^^5  A  A AB =  i  A-  B-4- 1  A  (A—  ß-  )- 

n— 1  n  —  1 

1*2  A  A  .  AB  wird.     Hiernacli   erhält   man 

den  Werth  der  Zahlungen  des   nten  Jahrs,  auf    den 

Anfangstermin  discontirt  und  über  alle  Paare  verthellt. 


,                          n          n                         ,                     n — i  n — i 

r=-fl         A-      B                  3r^+I  A(A      ß     ) 

3  rn               AB           '         8  rn              AB 

ri  +  i    AA-'.AB"-'        ^^.       ^ 

" t-t; .       Nnnmt    man 

13  m  AB 

den    discontirten    Werth   aller  Jahre    zusammen,    so 
hat  man  die    in    halbjährlichen    Terminen    zahlbare 

r2  -4-  I  — 

Verbindungsrente  = Ä  a  b  -f- 

3^^^+I^-V  ^^^+1      r       AA-°.AB5 

1 — ^ab  —    ■ -/ z— 7-5 

8  I3r''  r^AB 

I  A  a  b  — - 

oder     auch ,    wenn -—  anstatt  {)  ab 

r  pr 

•   1                   1*  +  3  r  +  5  r2  -f-  I    5  ~r  I 
gesetzt     wird ,     =:    ! — ! A  a  b  -f- 

gr 

3r^+I  r-?+r     ,  AA^.AB^      ^.. 

• ■ /    ■— ;; — ,     Für  r  = 

8  r  13  r     ^        r°  A  B 

1,04    wird    dieser    Ausdruck  n  0>990386   A  a  b  -f- 

A  A^.  AB 

0,  487909—0,160256.  / -~r-5 • 

J  r®  A  B 

Soll  die   Reute   yierteljährlich    bezahlt  werden, 
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so  kann  man  in  der  vorhin  angeführten  Formel  an- 
statt X  nach  und  nach  setzen  i,  f,  |  und  I  j  man 
erhält  dann   die  Rentensnmme  für  das    Iste  Quartal 

n  n  n  1 

des  Uten  Jahrs  =  |  A—  ß—  -|-  /^  (^^~~  A  B' 


n — r 


n — 1  n — t 


4-   B—    A  A )   -[-  5V2   A  A .  AB =: 

n      n  n         n  n — r  r — i 

i  4-  B-  ^  _7_  ^'(A—  B-)  -  ji^  A  A .  AB , 

«                                               n       n                    n         n — i 
für  das  zweite  Quartal  =  5  A"  ß— 4-  ^^(A— AB 

n  n — r  u — i  n — r 

4-  B—  A  A )  +    ^Vk  A  A .  A  B =: 

n        n  n — 1      n — i  n — r  ti — r 

i  A-B-  +  ^V  ACA B )-  jVs^A AB , 

n          n                     n          n — i 
für  das  dritte  Quartal  =  |  A"  B—  -f  y%  (A— A  B 

n  n — r  n — 1  n — r 

4-   B-AA )    4-   yfs    AA .AB =: 

n     n  n — r       n — 1  n — 1  n — i 

5A-B-4-^',A(A B )-  ^y-.AA .AB ■ 

n         n 
und    für     das    letzte     Quartal    =    5     A —   B —    4- 

n  n — I  n  n — t  n — i  n — r 

J^CA-AB 4-B-aA )4-ä^^AA .AB " 

n  n  n — i  n — i 

=    i   A-    B-    4-    -'_   A  CA B )   - 

n — I  n — I 

1U2  A  A  .  ^  B         ,     Dies  giebt,  auf  die  näm- 

liche   Weise    wie     vorher    angeführt    worden ,  den 
Werth  für  alle  Jahre  == 

r^4,ii4-rS4-  I 

■ — A  a  b  4- 


+     5    r'^    4-     3    r*  4-  I  —- 

32 
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37  r^  +    19   r^    -f     7    r^+I     r    A  A^ .  A  B^ 
192  r  ^  r°  Aß      ' 

.    ,         I  A  ab  

wo  man  wieder anstatt  i9-  a  b  setzen 

r  pr 

kann.  Wenn  r  =  1,04  ist,  so  erhält  man  hiernach 
den  Werth  der  vierteljährlich  zahlbaren  Verbin- 
dungsrente =  0,995241  ^ab  4-  0,490911  -- 
A  A2  .  A  B^ 


0,l6263Sf- 


AB 


$.  150. 

Sollte  die  Verbindungsrente  z?z  augenhlicHichen 

Terminen  bezahlt  werden,  so  hat  man  den  über  alle 

Interefsenten  vertheilten    baaren    Werth    des  ersten 

(A  —  ^  AA)  (B  —  X  AB)  dx 

Jahrs  =  /■ 7-r 

•^  ABrx 

A  B     ^     dx  A.AB-j-B.AA       xd_x__ 

AB-'        rx  "        Ä^  '-^   ^x 

,        AA.AB/>x2dx 

J-  .  / ,     JJa  nun  nach  der 

^  AB         ^  rx 

Integration  x  =  I   gesetzt  werden    mufs,    so    findet 

AB       ^     dx 


.  i^AB  ttAB^ 

n  (l ^ z=  — .  rerner 

^  r  ^       A    B  pr       AB 

a.ab  +  b.aa         r       ^^^ 

ist -'  „ .  / 

AB  *-'  rx 
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=  (^ ; 


TT 


r  '  AB 

—     ^"   Cr  —  I)  —  TT         A  ,  AB  +  B  .  AA 
_  _  .  __^ 

TT^  —  pTT  A  .  A  B  -f-  B  .  A  A 

p  r  *  Ä~"b 

n     ^                A.AB+B.AA 
77  ^"^  ""  P^ AB" *    Endlich  ist 

AA.AB  ^  x^dx 

Aß  J  rx 

7T  +  2  7r=-f-2  7r*  AA.AB 

C2  tt'    — ) 


r  '  AB 

2  71'   (r  —  i)  —  2  71*  —  n  AA.AB 


r  AB 

^  2  7t'   —   3  7i=p    —  Ttp        AA.AB 

p  T  a"b 

3T,.  ^AA.AB  ^ 

(2  71*  --  2  Trp  —  p) — .     Der  2e- 

pr  AB  ^ 

sammle  Werth    der  Zahlung  des  ersten  Jahrs  ist  al-    . 

TT     _     A  B  ^  A  .  AB  +  B  .  AA. 

^^==77  ^-Tb ^"-P^ Tb 

+    (2  7.«    -    2  :r  p    -    p)   -Ai_l.^_3  = 
^     r     AB  ,   A.BA-i-B.AA-AA.AB 

"^  l~n — ^"-p^-^ ätb 

,       ,  A  A  .  A  B     1  TT    f   AB 

AB  J  p  r  (  AB 

-  (n  -  p)  -^ß-^-^^ n  (2P  4-  I   -  2^) 
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A  A  .  A'B     )  .... 

" .n j«     Auf  die  nämliche  Art  erhält  mau 

den    discontirten    Werth    für    das   zweite    Jahr    = 

TT    r    Ai    El  ^    (AI    Bi) 

i^l-^TT^-^'-P^         ABr       -"^^^^ 

"r  I  —  2  :r)  — ^ —     ,    so     wie    fürs   drit- 

A  B  r         J 

A?    Bl  ^  ^    A(AiB^) 

(tt  — p) 


le  Jahr  = 


pr  ^     A  Br2  ^         ^^      A  B  r^ 

/^       I  ,       A  A2  A  B^        1 

-  TT  (2p  -f  I  -  2;t)  . ■  „     ^ . 

ABr*  J 

etc.     etc. 

Dies   gieht  also    für    alle    Jahre  zusammen  den 

Werth   =^[_A1_    .        ^^'^^      +  ^?f 
pr^AB       ^       ABr        «ABr^ 

,                ^             ^    .       A  (A  B)         .       ACASBi) 
+  ..  -  C-  -  P)    E ^ß—   +         ABr 

+  -^T^~+--^-"^^  P+I-2.) 

A  A  .  A  B  A  A^  .  A  Bi 

AB  "^  ÄB"r  ^ 

A  A^  .  AB£  ,  ,   )  TT     r       t          -r- 

■ — — :: +  .  .  )      = [r  +  i  ab- 

A  B  r=  J  pr 

.  AA^.ABS 

Ctt  —  p)  r-ö-ab  —  TT  (2  p  +  I  —  ^tt)/— ^y— ] 

A  ab 

oder,  ["wenn  man  anstatt  r  ■0-  a  b  setzt  I -J 

"-  p 

=  — [l+^ab— 7r  +  p  +  — ""  ~"  P    ..    ;irb   — 
pr  (  111  p 

A  A^  .  A  B^  ] 

TT  (2  P  4-  I  -  2  TT)  / ^-^-^ 1    = 
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JL  [_iL  A  rb  +   pr  —  TT  —  TT  (2  p  +  I    —  2  rr) 
pr  l  P 

Für   r  z=    1,04   ist   n    =    2534967317? 


n 
P 


=   1,0198693?  — —  =  0,9806435    mid  ^  (2  p  + 
pr 

I  —  27r)  —  0,166662-     Folglich  erhalt  man  nach 

diesem    Ziusfufse    den    vollständigen    Werth    ZZ 

0,9806435    (1,0198693    i  a  b    -f    0,5032683   — 

0,166662     ^    AAS.  ABS  .-1-, 
^^ß-/ jTo )-  I?O0OI28I.  -l  ab-f. 

0,163433         ^AÄ^  .ABö 

0,493526—-— — — n /- >    ^'o  ma" 

AB  J  r° 

in  den   meisten  Fallen    den  vollständigen  Werth  HZ 

A  a  b  -{"  f  wii"d  setzen  können. 

» 

§.  151*       - 

Die  Verbindungsrente  nach  der  Hypothese  des 
gleichmäfsigen  Ahsterhens,    auf  ganze  Jahre  gerech- 
net, erglebt  sich  aus  der  allgemeinen    Formel  A  ab 
I  Bi  B^ 


AB 

-j-  .  .)•      Nach    der    Hypothese  ist  nämlich,  wenn  « 
und  ß  die  Altersergänzungen   für  A  und  B  sind  und 

« ß  die  anfängliche  Anzahl  der  Paare,  A  a  b  —  A  b 

T 
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aß  ^^         r         '-'         r^  "^         r»  »^ 


/■  i-=J- +  ..)  =  — C  ^^-=-!- +  '-^-^ 


/:?  r  •  r= 


4-  — }-  . .  )  IIT  L  b,    d.   h.  gleich  einer 

nach    der  Ordnung    der   natürlichen  Zahlen  steigen- 
den Leibrente    für    B,  und    es  wird  daher  hiernach 

Ä  a  b     ZZ    A  b    —      L  b,  wo  b  das  höhere  Alter 

ist. 

Da  überdem  nach  §.  8  5  L  b  rr  p    (l  +  r)  Ih 

—    P  / ist,  so  wird  auch  l  ah  ^^^ 

^  b p  A  b p  r  A  b  -1 p  /" 

-  (I ^1X_)  Ab    4-     — /— -,     wo 

dann  X  b  ebenfalls  nach  der    Hypothese    de§    gleich- 
mäfsigen  Absterbens  genommen  werden  mufs. 

Ex.  Es  sey  a    1=    40?    b  =i   55^    so  ist  nach  der 
Süfsmilchschen    Tabelle    a    rz  45.28  und   ß  ZZ  29- 

Mau  erhält  also  nach  dem  4  Procentfufse  A  .  40  .  55 

=  (I  -  ll;«-)  9>7783  +  -;^  16,66306=   - 
1,2346  +  9,2  =  7,9654. 
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Sollten  auch  diejenigen  Paare,  die  im  Laufe  jedes 
Jahrs  aufgelöset  werden,  lür  die  Zeit,  da  sie  bestan- 
den haben,  die  Rente  am  Ende  des  Jahrs  erhalten, 
so    müfste    zu    dem  obigen  Werth  noch  hinzugelegt 

werden  ~   •0-  a  b  — f ,  und  die  vollstän- 

dige   Verbindungsrente    wäre    hiernach    Ä   a  b    -{- 


■  f (wie    im    §.    I48)j   wo  dann 


6  ccß  -^     1-/? 


A  a  b,  so  wie  es  eben  bestimmt  worden,   genommen 
werden  mufs.         ,         '      . 

§.  152. 
"Wenn  die  Verbindungsrenten  nach  der  gedach- 
ten Hypothese  in  augenhlicMiclien  Terminen  bezahlt 
'werden  sollen^  und  «,  ß  die  Altersergänzungen,  «  ß 
die  anfängliche  Anzahl  der  Paare  und  x  die  verflos- 
sene Zeit  bezeichnet,  so  ist  der  gegenwärtige  Wertli 

j      Tr    1  •    1  ^      C«  —  x)  (/?  —  x)  d  X 

der  V  erbmdunffsrente  ^ll  / — ■ 

^  ^  aß  rx 

^dx  i-xdx  i^xdx 

—f r —  _  — r u 

^        rx  t/,  J     IX  ß  J        rx 

JL.yZll^.   Nun  ist  f^  _  _L  rü^  ^ 

A  b  nach  derHypothese,  {§,  7.5)  und  f 


T2 
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—  /  • — .  Lb  nach   der  Hypothese  (§.  87), 

p,.          .       ^cl^c                i^xdx 
folehch  wird  / -^ / - —   — 

x_X(lx  i^x*dx  i^, 

f 4-  /  — —  ;Lb  —  Lb, 

«  -'        rx  ^     a  ß^  XT.  a 

beide     Renten     nach     der    Hypothese     genommen , 

2  TT  71*        ^  I 

oder  auch  ziz  A  b  — •    Ab    4- /  - 

«  pa  «^          Yß 

(§.    87)    =   (I )  Ab   +    —  /—-. 

Für  a  m  40  und  b  ^II  55  wird,  die  Alterser- 
gänzungen nach  Süfsmilchs  Sterbensordnung  genom- 
men und  die    Zinsen  zu  4  Pi'ocent    berechnet,     die 

„    ..     T        IT     1  •     1  y  5o,9934 

Tollstandige    Verbmdunesrente  —    (I  —  —        —  ) 

,      C)5o,o855 
10,2681   -{-—r-^T-o-  •    I6>9837    =    —    0,12617- 

25.45,20 

10,2681    +    0,57428-16,9837   =   —    1,2956   + 
9.7'534  =  8,4578- 

Im  vorigen  §.  war  diese  Rente  ohne  die  Correc- 
tion  rr  7^9654,   der  Unterschied  ist  also  ZZ  0,4924. 


§.  153. 

Will  man  mit  einer  Näherung  zufrieden  seyn,  so 
kann  man  den  Werth  der  Verbindungsrente  entweder 

I)  nach  der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Ab- 
sterhens  bestimmen,  wobey  man  dann  die  Alterser- 
gänzungen gleich  der  doppelten  mittlem  Lebensdau- 


Von  Renten  etc.  auf  zwey  Leben.  293 

er  nach  derjenigen  Sterblichkeitstafel,  die  man  zum 
Grunde  legt,  annimmt.  Sucht  man  also  z.  B.  nacii 
dieser  Methode  die  Verhindungsrente  für  die  Leben 
40  .  55?  so  ist  nach  Süfsmilchs  Mortalitätstabelle 
E  40  =  22,64,  also  a  =  45,28?  E  55  =  14,50, 
also  ß  "^^  29,  und  man  erhält,  wie  bereits  im  vori- 
gem §.  angeführt  isi,  zu  4  Procent  gerechnet,  den 
Werth  der  Verbindungsrente  n:  7,9654.  D^r  ge- 
naue Werth  nach  Süfsmilchs  Tabelle  ist  ZZ  7,9396' 

2)  Man  kann  auch  die  Leibrentenwerthe  für 
ein  einziges  Leben  nach  der  zum  Grunde  zu  legen- 
den Sterblichkeitstabelle  nehmen  und  daraus  mit  Hül- 
fe der  Hypolliese  gleicher  Decremente  die  Verbin- 
dungsrenten auf  eine  ähnliche  Art,  wie  es  §.  129 
in  Ansehung    der   Verbindungsdauer    angegeben  ist, 

berechnen.     Es  ist  nämlich    nach    §.   146  l  a  b  ZZZ 
1  B'i  B'- 

A  B     ^         -^  r*        '  ^         i-z 

-f"  .  .)•  Wenn  nun  die  Decre- 
mente für  A  unter  sich  gleich  angenommen  werden 
und  anstatt  A  die  Anfangszahl  ZT  a,   folglich  jedes  De- 

cremeni;  ~  l  ,    gesetzt    wird  ,   so  erhält  man    A  a  b 


B'£ 


Um    nun 
r 


den  Werth   — ~-    /"* —- ,  zu  fuiden,    nehme 


a94  Dritter  Abschnitt. 

man  aus  der  vorher  im  §.  145  erwähnten  Hülfsta- 
belle, und  zwar  aus  der  vierten  Columne,  die  bey 
dem  Jahre  b  -{-  I  stehende  Zahl,  welche    nach    der 

Einrichtung  derTabelle— ,J~ .  Die- 
se Zahl  dividire  man  durch  das  Product  von  «  in 
die  discontirte  Zahl  der   liebenden   bey    dem   Jahre 

a  .  B 

b  oder  durch  ; ,  wodurch  man  erhält 

rb 

rb  -^        r^  1  B'i 

IS — z —  = ^  /"*  — ;:— •    Endlich  ziehe  man 

«  .  B  :  rb  «  .  B  -^       r^ 

diesen  Quotienten   von  A  b  nach    der   zum    Grunde 

gelegten  Tabelle  ab. 


Ex.    für  A  40 .  55  erhält    man    nach  Süfsmilchs 
Tabelle    und    dem     4    Procentfufs    ?.  b    =.  9,0394 , 

B  B'i  

— -^-=29?49?/"       ^.^^^    -  =  242S>66,  also  ;.  a  b 

2428,G6 

=  96394—77— —    =  9.6394   —   1,8188    = 

40,28. 29, -±9 

7,8206. 

3)  Man  kann  auch  annehmen,  dafs  die  Ver- 
bindungsrente beinahe  gleich  sey  einer  Leibrente 
für  ein  einzigesXeben,  defsen  mittlere  Dauer  der  ge- 
gebenen mittleren  Verbindungsdauer  gleich  ist.  Sind 
also  zwey  Alter  gegeben,  so  sucht  man  die  mitt- 
lere Verbindungsdauer  derselben  so  wie  das  Alter, 
defsen  mittlere  Lebensdauer  dieser  Verbindungsdauer 
gleich  ist,  und  nimmt  sonach  die  Leibrente  für 
dieses  Alter  als  Verbin dungsrenle  für  die  beiden 
Personen  an. 
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Ex.  Nach  Süfsmllchs  Sterbensordimng  ist  die 
mittlere  Verbiiidungsdauer  für  das  Alter  von  40  und 
55  Jahren:=II,38,  dies  ist  aber  die  mittlere  Lebens- 
dauer für  eine  einzige  Person  von  6Ij42  Jahren,  und 
die  Leibrente  für  dieses  Aster  ist  :ir  7,9449,  wel- 
che daher  als  Verbindvmgsrente  für  zwey  Personen 
von  40  und  55  Jahren  angenommen  werden  kann. 
TVie  diese  Näherungswerthe  nach  Süfsmilchs  Ster- 
bensordnung und  zu  4  Procent  ohngefähr  ausfallen, 
zeigt  folgende  Vergleichung : 


19^ 
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Verbindungs-Renten 


Altei-  der 

Wahrer       •  nach  Nähe- 

nach  Nähe- 

nach   Nähe- 

verbuiul. 

Werth 

Personen 

runj   1, 

rung   2. 

rung  3. 

15  .  15 

14,630 

13,446 

14,024 

14,817 

15. 

35 

12,365 

11,697 

11,849 

12,745 

15. 

55 

8,881 

8,712 

8,572 

8,905 

20. 

20 

I3,6~S 

12,765 

13,205 

13,892 

20. 

40 

11,398 

10,907 

11,005 

11,496 

20. 

60 

7,652 

7,640 

7,440 

7,648 

25. 

25 

12,813 

12,074 

12,436 

13,010 

25  . 

45 

10,342 

10,033 

10,029 

10,418 

25. 

6S 

6,468 

6,557 

6,311 

6,468 

30. 

30 

11,851 

11,322 

11,578 

12,016 

30. 

50 

9,218 

9,099 

8,997 

9,293 

30. 

70 

5,467 

5,615 

5,372 

5,489 

35. 

35 

10,858 

10,528 

10,686 

10,982 

35. 

SS 

8,166 

8,168 

8,024 

8,189 

35. 

75 

4,610 

4,755 

4,549 

4,619 

40. 

40 

9,948 

9,720 

9,828 

10,019 

40. 

60 

7,056 

7,157 

6,947 

7,048 

40. 

80 

3,849 

3,955 

3,792 

3,862 

45 

45 

8,836 

8,812 

8,817 

8,884 

45 

65 

5,898 

6,125 

5,857 

5,909 

45. 

85 

3,054 

3,110 

3,031 

3,081 

50 

50 

7,687 

7,865 

7,763 

7,702 

50 

70 

4?925 

5^222 

4,949 

4,946 

50 

90 

2,128 

2,131 

2jI37 

2,128 

^r, 

•  SS 

6,,6  90 

6,951 

6j80O 

6,658 

SS 

'IS 

4,126 

4j403 

4.163 

4,155 

50 

'9Ö 

2,101 

2,105 

2,112 

2,102 

60 

'  60 

5,558 

5^962 

5,725 

5,535 

6S 

•75 

3,881 

4,238 

3,983 

3,909 

60 

■90 

2^055 

2j069 

2,041 

2,059 

70 

•  70 

3,610 

4?  185 

3,833 

3,645 

70 

•  80 

2>868 

3,314 

3,084 

2,836 

70 

•  90 

1,872 

1,967 

1,979 

1,885 

80 

•  80 

2,368 

2,833 

2,547 

2,417 

80 

.  90 

1,665 

1,814 

1,831 

1,681 

90 

♦  90 

I54I9 

Ij4I9 

1,451 

1,432 
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Anm.  Man  sieht  hieraus,  dafs  die  Näherungswerthe  für 
die  mittlem  Jahre  freilich  einigermaafsen  brauchbar  sind,  in 
den  frühern  und  spätem  Jahren  aber  beträchtlich  von  dem 
■wahren  Werthe  abweichen.  Für  die  Jahre  unter  lo  wer- 
den die  Unterschiede  der  ersten  und  zweiten  Methode  noch 
bedeutender,  indem  hier  die  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Ab- 
Eterbens  sich  am  meisten  von  der  Sterblichkeit  der  Tabellen 
entfernt.  Die  Werthe  der  zweiten  Näherungsmethode  sind 
nach  Tetens  Tabelle  der  zv.'eiten  Summen  der  discontirten 
Zahlen  der  Lebenden  berechnet,  welche  Tabelle  jedoch  nur 
Hunderttheile,  und  auch  diese  nicht  einmal  genau,  enthält» 
Bey  mehrerer  Scharfe  der  Rechnung  würden  diese  Werthe 
vielleicht  den  wahren  Werthen  etwas  näher  kommen. 

Mehr  über  diese  Näherungsmethoden  findet  sich  noch  Woi- 
ier  unten  im  Kapitel  von    höhern  Verbindungsrenten+ 


§.  154. 
Aus  der  Verbinclungsrente  für  zwey    Personen 

vom  Alter  a  und  b  oder  ^  a  b  würde  man  die  Ver- 
bindungsrente für  zwey  um  ein  Jahr  ältere  Perso- 
nen oder  ;,  (a  -|-  I)  (b  -|-  I)  folgendermaafsen  fin- 
den. Es  ist,  wie  oben  angeführt  worden,  ^  a  b  zzn 
I  AS  B^ 

-  C 


AB 


auch  ist  /l  (a  -I-  I)  (b  +  1)  =^,  g, 

,      A-»-  El  •A4   B4 

-f-  —77—  +  ~^^    +  .  .  ),    folglich 

AT    pi^  (»2    pt 

-äbT  '^'+'^  (''+^^  =-äV  C-T^^  + 
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Ai  B'-      ,     A4  B4  ,       Ai  B^ 

j,j          '           1"*          '      ^  A  B  r  ^^ 

AS  B^ — Ai  B5 

A=  B-      ,      Ai  Bi  , 

C -7—  4 -1 +..)  =  ^ab,    da- 


AB 


AB  — 

her  ^  (a  4-  I)    (b  +  1)  =   ■   ^^  g^       rAab  —I 

(Vergl.    §.    76). 

Setzt   mau    a  -|~  I  IZ    c  und  b  -j-  I  i=^  d,  wo 
also  Ai  =  C,  B^    =:  D,  A  z=  C'i  und  B  ZI  D"^ 

gesetzt  werden  mufs,  so  findet  man  hienach  aus  der 
Verbindungsrente  für  zwey  Personen  vom  Alter  a 
und    b    die    Verbindungsrente    für  zwey    Personen, 

die  um  ein  Jahr  jünger  sind,  nämlich  ?.(c — l)  (d — I) 
_  CD  —  CD  __ 

—        C-^D-i.r      •^^d+       c-iD-i.r        " 

CD  — 

C,i  p.x  ^  ^    (A  c  d  -f  I). 


§.  155. 

Auf  die  nämliche  Weise  kann  man  aus  der 
Verbindungsrente  für  die  Leben  a  und  b  die  Ver- 
bindungsrente    für     a    -j-     n    und     b     -f-    "    (oder 


A    ( a   4"    ^O    ( b    -j-   11 )    finden.      Es    ist   nämlich 


A  (a  +  n)  (b  +  n)  Z= (■ 

A— B— 


n  -j-  1        n  f  1 

A B 
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4- U ,  ,),  Wenn  man  nun  die  er- 

...  Ai  Bi 

sten  n  Glieder  von  l  a  b,    nämlich   von    x  t^    '  "• 

AB  r 


n  n 

A —  B — 

an   bis  • — --— ,  zusammen  mit  O  bezeichnet,  so 

AB  rn    '  ^ 

nfr  nfi  nf2  nfz 

'  A B A B 

ist  A  a  b  =:    Q  +   •■    ,  ^ r +   "IT^s; 1 

^    *         A  B  rn  t  ^  A  B  rn  t  2 

1  A B 

+    •  •   —    Q     +        AB  ru     •  ^       ^         i^ 

A B ,  ^    .    A—  B— 

+ 7^ +  •  • )  =  Q  +  itbt;- 


X  A  (a  -}-  n)  (b  +  n),  folglich  wird  A  (a  -f-  n)  (b  +  n) 

A  B  rn  _ 

— ^     (Aab-Q), 

A—  B—       .  . 


§.  156. 

Sollte  eine  Verbindungsrente  für  die    Leben    a 

und  b  um  n  Jahre  aufgeschoben  werden ,    so  fielen 

-      j         A     j      7  I         AS  Bi    ,     A^  B^ 

m    dem    Ausdruck     •  .  ^  •  ( + r««) 

AB     ^      r         '         r2         '     ^ 

die  ersten  n  Glieder  weg,  und  die  um  n  Jahre  auf- 

,Mj 

geschobene  Verbindungsrente,    die     mit    A  a  b' 

nfi   ufi 

,       .  I         A— B— 

bezeichnet   werden  kann,   wäre  r=:   --r~,T'  C ; — • 

AB         riiTx 


300  Dritter  Abschnitt* 


A—  B—  __      I  A B 

T  ^^Tü  1-  •  0  —  AB  rn     ^  T 

A B 

_j- J-  .  .  ),    Nun  ist 


n        n 

A— B— 


nfi  nfi  nf2  nf-2 

A B A B 

( :: + ri 


-f..)    =    l  (sL    -}-    n)    (b    -f    n),  und 

nfi  nfi  nf2  nf2 

I  ,     A B ,      A B 

•( :^ 1 z: 


A  B  rn 


A—    B— ; — , 

+  .  . )  =  — xb^^ ^  ^^  +  ''^  ^^  +  "^' 

n         n 
^'n  f  1  A—  B— 


folglich  X  a  b' =  — ^  g       ^  (a+ii)  C^-j-'O- 

Ex.  Es  sey  a  =  25?  b  =  30?  die  Verbiu- 
dungsrente  soll  um  10  Jahre  aufgeschoben  werden, 
also  n  :rr:  10  seyn.  Dann  ist  nach  der  Süfsmilch- 
«chen  Tabelle  und   dem  Zinsfmfse   von    4  Procent  A 

=  466,  B=:  439,  A^^  =  409,  B^^z=z374,   -^ 


=  0,675564    und    A  35  •  40    =    10,3722,  folglich 

,^ll  409.374 

l  25.30—  =     --— ^^   .    0,675564.10,3722. 

466.439 

=    5,2394.  

Anm,     Die  Verbindungsrente  Tür  zwey  Leben  a  f  n  und 


b  f  n  ist  m  ü   (a  t  n)   (b  f  n).     Wollten  nun  die  Personen 
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vom  Alter  a,  und  b  die  fiir  eine  tim  n  Jahro  anfgeschoLeno 
Verbinduiigsrente  zu  erlegende  Summe  sofort  bezahlen,  und 
wäre  es  gewifs,  dafs  sie  beide  nach  n  Jahren  noch  lebten,    so 


hätten    sie  zn    entrichten ■    X    C^    1"    ")     C^    t    ^i)»     -D^ 

aber  die  Wahi-schcinlichkeit,  dafs  sie  nach  n  Jahren  beide  noch 

n        n 
A—  B—       . 

leben ,    '         — ist,  so  wird  der  Werth  dieser  Ver- 


A  B 


n        n 
A—  B- 


bindimgsrente    nur   — - — ).  (a  f  n)  (b  f  n),  wor- 

A  li  r 

aus  sich  gleichfalls  der  obige  Satz   erglebt. 


§.  157. 

Den  Werth  einer  am  Ende  des  nten  Jahrs  aufliö- 
r enden  Verbindungsrente  für  das  Alter  a  u.  b  erhält 
man,  wenn  man  von  der  vollen  Verbindungsrente  für 
diese  beiden  Leben  die  um  n  Jahre  aufgeschobene 
Verbindungsrente  abzieht,  indem  die  mit  dem  nten 
Jahre  aufliörende  und  die  zu  derselben  Zeit  anhe- 
bende Verbindungsrente  den  vollen  Werth  der  Ver- 
bindungsrente ausmachen  müfsen,  oder  es  ist  die  nach 
n  Jahren  aufhörende  Verbindungsrente  für    die  Le- 

,  n, 

ben    a    und    b,    die  auch  mit  A  a  b"~~  bezeichnet 

,'n  fr 

werden    kann,    =    A  a  b    —     A  a  b' . 

Ex.  Für  das  Alter  von  25  und  30  Jahren  er- 
hielte man  also  den  Werth  der  mit  dem  Ende  des 
loten  Jahrs  avifhörenden  Verbindungsrente,  wenn 
man  von  der  vollen  Verbindungsrente  für   die    Le- 
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ben  25*30  eleu  Wertli  der  um  10  Jahre  aufgescho- 
benen Verbindungsrente  für  dieselben  Leben  abzö- 
ge, oder  es  wäre  der  gesuchte  Werth  ZiH  I0j3722 
—  5;2394  =  5?I328. 


§'  158. 
Falls  die  Verbindungsrente  um  n  Jahre    aufge- 


schoben werden  und  aufserdem  mit  dem  n  -\-  mten 
Jahre  aufhören  sollte,  so  wäre  der  Werth  derselben 
gleich  der  Differenz  der  um  n  Jahre  und  der  um 
n  -f~  ^1^  Jahre  aufgeschobenen  Verbindungsrente , 
welches  von  selbst  erhellet. 


^.  159- 

Eine  Verbindungsrente,  die  im  ersten  Jahre 
mit  I  anfängt,  und  mit  jedem  Jahre  um  I  nach  der 
Ordnung    der    natürlichen     Zahlen    steigt ,      welche 

Rente  mit  Lab  bezeichnet  werden  soll,  findet  man 
auf  folgende  W^eise. 

—  I         A^  B*     ,      2   A?  B^ 

Es  ist  L  ab  ziz  --5-  ( —    4 -, 

Ab  r  r- 

,      3  AI  B^  

+  -^—^^ [-••).  folglich    (r  -  I)  L  a  b   = 

(     Ai   B^     ,  2  .  AI  E-  ,    3  .  AI  El  j 


r  r- 


AB  A^Ei         2.A^B^ 


Von  Renten  etc,  auf  zwey  Leben.  303 

und  da  Ai  B^  =  A  B  —  A  (A  B),  A^B-  =  A^B^ 

—    A(A^  Bi)etc.  etc.,    so  wird    (r—  I)  L  ä~b"  = 
j  AB  —  A(AB)        s.A^BS— a.A(AiB^)j 


AB  ,        ■  A^  BS 


I  '  2.AS    B-  ,  j 


AB,        T  A^B^ 

oder  (r  —  1)1-  ab  —  -  ■  -j — — -   (- 


AB      '       AB     "        r 

^  r^         ^      ^  A  B     ^  r°  ^ 

2.A(AiBi)                 3.ACA^B^) 
_ 1 [^  .  .  )  _ 


—               A(AS  B2)  -__ 

I  ^  A  ab  —f^ ^^^r^B '  L  ab  —  p  (I 

.      —-        ^        ACA^B^) 

4-  A  ab  —  r^ ,  J  - ). 

*  J  r"   AB        ^ 

Bey  der  Anwendung  kömmt  es  darauf  an,  den 

A  A-  B^ 
Thell   f^    ■    zu   finden.      Nun  ist 


A  (Aa  B^)      _      A  CA  B)  2 


A  (AS  BS) 


.,        3A(A^Bi) 

Wenn  man  anstatt  A  B  setzt  (A^  -f  A  A)  (BS 
+  A  B),  ferner  anstatt  As  ßs,  (A£  +  A  AS)  (B^ 
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4~  A  B-)  etc.,  ATie  vorher  im  §.  143,  so  erhält  man 
r»      A  (A^  E^)     __  AB  .  A^  +  A A  .  B^  -f  A A. AB 

3  .  A  B^  .  A=  -f  2  .  A  A^ .  B^  +  2  .  A  A^ .  A  B^ 
4-  _ 

3  .  A  B^ .  AI  -f  3  .  A  A^  .  B-i-f.  3  .  A  A^  .  A  B^ 
—   r2      AB-^.A-^  AA-a.B-^ 


j.  .,     A  A'ii  .  A  B'^ 

■J-/-— . ,   aus    welchen  clrey    1  heilen 

A  CA^ßS) 
man    T*    — •     zusammensetzen    mulste. 

Da    indefsen    AA.B^   +    AA    .AB=:A  A.B, 

lerner  A  A^  .  B=  +  A  A^  .  A  B^  =  A  A^  .  B^ 

etc.,    so  können    die    beiden    letzten    Theile     wieder 

wie    im  •5.   143  "vorh«."  in  einen  einzigen  zusammen- 

_   .     A  A^  .  BS 
gebracht  werden,   welcher  dann  — J  *  — 

A  (Aa  .  BS)      

ist.      Hlenach  hat  man  also  /^  — 


r^ 


A  B's  .  A'i       ,  ^,      A  AS  .  BS 

rz      ^ l.n. ,       Man 

J  J.O  f-'  r° 

würde  also  zufolge  dieser  Formel  die  Producte  A^.AB, 

Ai  .  A  B3^  A^  .  A  BS  ,    .     r 

etc.,    terner 


r  '  r^ 

Bi  .  A  Ai              B^  .  A  A^ 
B.AA,    ^ ,     ;, etc.  bis 

zur  Altersergänzung  des  altern  Lebens  suchen,  dem- 
nächst diese  Producte  von  unten  an  summiren  und 


Von  Renten  etc*  auf  zwey  Leben*  305 

die  Summen  von  unten  noch  einmal  summirenmüs- 

sen,    um  f- '  zu  erhalten. 

Zwar  könnte  man  anstatt  der  Decremente  wie- 
der die  Differenzen  derselben  setzen,  aber  die  Rech- 
nung würde  dann  noch  einmal  so  viel  Multiplica- 
tionen  erfordern ,  wie  man  unten  näher  ersehen 
wird, 

§.  160. 

Man  kann  ferner  Lab  auf  eine  ähnliche  Wei- 
se suchen  wie  oben  §.  144  A.ab  gefunden  worden 
ist.     Es  ist  nämlich,  vne  schon  angeführt,  Lab  1:12 

"Xb"    ^  r  *"  r^-  "^  "         r»         * 

^  •  •^—     AB     ^  r  ^ 


3(A—    ^A—    ^Ai)B- 


+ 


3  CA  —  z/ A  —  ^  Ai  —  ^  A^)  Bi 

~ h  .  .  )> 

, —            A            B^  2  B^ 

folglich  wird  L  a  b  =         .^     ( h 


AB  r  '         r= 

+       ^^-      4.       ,  ^A  BS  .  Bi 


rs  •        ^  A  B  r         '       r2 

I         3  Bx  ,  ^A*        ^     B^  , 

^         1-5        ^  "f  ^V  B         ^      r2         ^ 

B^        ,        B^  Bi        .        2  B'- 

rs  •        r-*        ~       ~      r^  '  r» 

U 
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^        1-*  ^      -'             AB        ^       r*          ^ 

2  Bi       ,  2  Bx         ,             .        Bi            2B4 

■ ■    +  . F  .  .  +  ■ ■  H 


^  r*  '*"*^  A  B       ^       r4         ^ 

3  B*  B4        ,         2  B« 

—  1  B'i 

— . .,  oder  es  wird  Lab  =Lb =-  \_A  A.  /** • 

'  AB     ^  -^        r» 

B'^  B'l  B'l 

'n  t  r 

B'i  n  B 

'nf  1 

B ■ 

n  /  ~ , )  +  ..]. 


Anm.   t.    Die    vorher    angeführte    Gleicliung    Lab    . 

AA        Bi       sBi  AAS         I  Bi 

"--AB"  <— ^-7^^••^-^:B-<-TJ- 
5Bi  AAS         3Bi    ^    4B4     ^ 

—  .  ,  kann  auch  noch  auf  eine  andre  Weise  ausgedruckt  wer- 
I 

b" 


I         2  B?         3  B-'- 

den»       Es    ist    nämlich     •— —    ( + -I-  .  .  ^  "~~ 


.  '3 

Lb^—  ,  d.  h.  gleich  einer  um   i  Jahr  aufgeschobenen  steigenden 

1  3  B^     ,    4B*  .'5 

Leibrente fürB,  -jr-    ( t        . f  ,  .  )  =  ^  b  ^! 

d,  h,  gleich   der    um    zwev    Jahre   aufgeschobenen    ^vachsenden 
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Leibrente    für     B  etc.,    folglich    wird    auch    Lab    

j  »2  '3 

Lb —  (AA.LbfM^  LT'^t'^A^Lb"—    f    .    .    }• 

A. 

Dabey    ist    jedoch    zu    bemerken  ,     dafs    überhaupt     L  b   ^ — " 
mit  n  Renteneinheiten  im  ersten  Hebungsjahre  anlangt. 

Anm.  2.  Die  hier  angegebenen  Berechnnngon  sind  frei- 
lich ziemlich  weitläufig;  indefsen  ist  doch  keine  bequemere 
Methode  anzugeben.  Die  Berechnung  nach  dem  vorhergehen- 
den   5.    wäre    wenigstens  nocli  umständlicher,  indem  man  dazu 

AA.B^         AAi.B^ 

die   Producte    •  — ctc,    erst   beso«i~ 

ders    berechnen    müfste ,    wovon    man  sonst  keinen    Gebrauch 
würde    machen   können,    sobald    eine  andre  Anfangszahl  für  A 
oder  B  gegeben  wäre,  wogegen  man  nach   dem  gegenwärtigen  §» 
'n  'n 

B-  B- 

f und  f  ~     — entweder  aus  den  bereits  ver- 

fertigten  Tabellen  nehmen,   oder,   wenn  man  sie  erst  berechnen 
müfste,  doch  sonst  wieder  gebrauchen  kann« 


§.  161. 

Bey  der  Voraufsetzung  des  gleichmäfsigen  Ah' 
Sterbens  findet  man  die  nach  der  Ordnung  der  na- 
türlichen Zahlen  steigende  Verbindungsrente  weit 
leichter.  Es  ist  nämlich  nach  dieser  Hypothese» 
wenn    «    und    ß    die  Altersergänzungen   der  beiden 

J-iCben  smd,  Li  ab  = C ■ >     + 

aß  V 

2   C«  —    2)    (/?  —   2) 

— '     ■•■»  4*  •  •  )>  wovon   das  allge- 


1.2 

U  2 
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•       nv    J    ^      ^   ^"  ~  ^^    ^^  ~~  ^^ 

meine  LTiied  — ; ■ = 

a  ß  rx 


I        x^              ix'. 
4-  ■) h ist.     Fol^Hch  ist  dieSum- 
me    bis    zu    dem  Gliede ,    wo    x    nz:    ^    Nvird,   :ii=l 

xß  «  p  rp  «p  i-o 

jeden  Theil  nach  ^.  40   finden    kann. 

Auch  ist  ieruer C 'T' 

aß  r 

2  C«  —  O  (/?  —  2)         L      3   («  —   3)  (/?  —  3) 

— -. ^ r ~ — 7.1 


T       >'  /?  r  '  r2  ' 

3 -7""-=^  je V  .  /^-  ' 

r'      ]^*  •->  «    ^^^     ^  r 

Hiervon  ist  der  erste  Theil  gleich  einer  nach  der 
Ordnung  der  natürlichen  Zahlen  steigenden  Leibren- 
te für  das  Alter  b,  der  zweite  Theil  aber  ist  gleich 
einer  nach  den  Quadraten  der  natürlichen  Zahlen 
in  ihrer  Ordnung  steigenden  Rente  für  das  nämliche 
Alter,  dividirt  durch  «.  Wenn  man  eine  nach  den 
Quadmten  der  natürlichen   Zahlen     steigende   Rente 

für  B  mit  L=b  bezeichnet,  so  ist  also  Lab  jzz  Lb 

~   L~b. 
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§.  162. 

Sollte  die  VerLhidungsreute  nach  der  Hypothe- 
se in  aiif;enh!ickUche?i  Terminen  zahlbar  seyn  und  zu- 
gleicli  in  diesen  augenblicklichen  Terminen  nach 
Verhältnifs  der  abgelaufeno  i  Zeit  steigen,  so  wäre, 
wenn  «  und  ß  die  vorige  Bedeutung  haben  und  x 
die  abgelaufene  Zeit  bezeichnet,    der    baare   Werth 

,    (a   —    X)    (/?   —    X)  dx 

dieser    Rente   —  f r ■ 

•^  U    ß   TX 

X  d  X  I  x=  d  X  I  X-  d  X 

~~^       rx~~  ~      «    ^       i2        ~     ß    '         r^ 

4-  ■ r ,  wovon  man  ieclen  Thell  nach 

~     aß   ^  rx 

§.  42  Hndet. 


Sonst  ist  auch  / 
x2  dx 


X  d  X 


aß  rx 

gesetzt  werden  muls,  so   wird 

=  Oj  so  wie  auch  +   -      -  —  ■ •  ^^^^  0>  folglich 

«  rx  «  ß  rx 

z  n  X  d  X 

«  rx         "^ 
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in  xdx  37rxadx 

r J /• ,      Wenn    man 

ß      -^       Yx.         ^       cc  ß  rx 

„.  ,,.  dx  TT        xdx 

auf  beiden  öeiten  addxrt  2  7t  /" •  —  • —  /  —    — 

^     rx  «  ^      rx 

jr      -   X  d  X  ..  — — 

„^ -/ ,    so   erhält    man    Lab    — 

/?    '      rx      ' 

dx  I  xdx  I         xdx 

^  ^         rx  a  rx    '  ß  rx. 

X  x^dx  dx  7r„xdx 


^    uß  -^       rx       '  -^     rx     ~    «  -^ 

TT  xdx      —  d  X 

—  3  7t  A  ab  —  nlh  —  n  f 4- 


hier  mz  ß  gesetzt  werden  mufs,  die  mit  dem  Ablauf 
des  Jahrs   ß  aufliörende   Leibrente  für  das  Alter  a]. 

dx 
Wäre  «  zzz  ßy  so  würde  n  J — 

IT  -       X  d  X  ,  .     -  ... 

f- n:  TT^a  =  TrAbj    und  dann    hatte 

«     "^        rx 

man  Lbb:i:::37TA.bb—    1  nXh» 

xdx  I  x^dx 

Da  überdem/— ^;^^ -_/—-- 
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1  x=  d  X 

=    i.b  C^.    87.)  und   / 


I  X*   d  X  I  x^  d  X 


■/ ;:: - —r  U 


aß  rx  «  -^  rx 

IX*  dx  I  ^,. 

/— •")  n: L=  b  ,    wo  L*  b  wie- 

[i  r^  a 

der    die    nach    den  Quadraten    der  natürlichen  Zah- 
len    in     ilirer     Ordnung    steigende    Leibrente     für 

b    bezeichnet ,     so    ist    auch    hier    Lab    IZI  L  b  — 

I 

■ Ij^b,  wie  im  nächslvorhergehenden  §. 


§.   163. 

Wenn  eine  nach  der  Ordnung  der  natürlichen 
Zahlen  steigende  Verbindungsrente  für  die  Personen 
A    und    B  um  n    Jahre    aufgeschoben  und  dann  im 


n  -f-   Iten    Jahre  mit  I    anfangen  sollte,  so  wäre  der 

nfi  n-|'i 

Werth  derselben  ^Z — ; ( -{-. 

AB     ^  rnfi  ~ 

iif2  n-f-2  iif3  iif5 

2  A B 3   A B 


rn  f  2  r»  1 5 

iifi  nfr  \\\-z  iifz 

A B .         -  A B 


ABrn     ^-  r  "^ 


A—    B— 


+  .  0  --:::— ^-^^.-—  L  (a  +  n)    (b  +  n> 

Wenn  aber    die    aufgescholieiie   steigende  Ver- 
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biudungsreute  im  n  -{•  Iten  Jahre  so  bezahlt  wer- 
den sollte,  als  wenn  sie  sofort  im  ersten  Jahre  mit 
I    angefangen    hätte,    so    wäre    ihr    Werth    nn 

nfi  nfi  Tifa     nfa 


1  n  t   I  A B nt2  A — B 

( zrr: r 


A  B                          rii  1 1  m  t  ^ 

,                                                        nfr  nfi 

n       .      A— —    B 

+  •  -^    —  AB^'  ^               i^  + 

nf3          1172  iifr        nfi 

A B I          A B 

3  A B A—  B— 

^                    r^                   T  ;                  ^  p,  j,„    ^ 

[n .  ^  (a  -}-  n)  (b  -f^-f  L  (a  -j-  n)  (b  -f  n)  ]. 


§.  164. 

Soll  im  Gegentheil  die  steigende  Verbindungs- 
rente mit  dem  Ablaufe  des  nten  Jahrs  aufhören,  so 
nmfs  man  von  dem  gegenwärtigen  vollen  Werthe 
der  steinenden  Verbinduncfsrente  den  Werth  der 
aufgeschobenen   steigenden    Verbindungsrente ,    und 


zwar  einer  solchen,  die  im  n  -|-  Iten  Jahre  mit  u-J-I 
anfängt,  abziehen,  oder  es  ist  der  gesuchte  Werth  mr 


n 

A—  B— 


Lab 'a~Ö~^ I^"  .  ^'  (a  +  n)  (b  +  n)  + 

L  (a  -f-  n)   (b  -j^)  ], 
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Von 
Ucherlehens  -  Renten  miter  zweyen  Personen. 

§.  165. 

Eine  Leibrente,  welclie  an  eine  gewifse  Person, 
nachdem  eine  andre  bestimmte  Person  verstorben  ist, 
bezahlt  Avird,  heifst  eine  Ueherlehensrente,  Ist  die 
Rente  der  Ehefrau  auf  den  Fall  dafs  der  Mann 
stirbt,  oder  einem  Kinde  auf  den  Fall  dafs  der  Va- 
ter oder  beide  Eltern  sterben,  zugesichert,  so  wird 
die  Ueherlehensrente  eine  JVittwen-  oder  TVaisenpew 
sion  genannt.  Die  Person,  welche  die  Rente  geniefst, 
heifst  der  Pensionist,  diejenige  aber,  von  deren  To- 
de an  die  Pension  bezahlt  werden  soll,  der  Versorger ^ 

§.  166. 

Wenn  eine  Anzahl  von  Versorgern  vom  Alter 
b  und  eben  so  viel  eventuellen  Pensionisten  vom  Al- 
ter a  in  eine  Gesellschaft  zusammentritt,  und  die  an- 
fängliche Zahl  der  solchergestalt  verbundenen  Paare 
zzz  AB  gesetzt  wird,  so  ergiebt  der  §.  Hg,  wie 
viele  Paare  in  jedem  Jahre  existiren,  wovon  A  noch 
lebt,  B  aber  verstorben  ist,  d.  h.  wie  viel  Pensioni- 
sten vom  anfänglichen  Alter  a  in  jedem  Jahre  nach 
dem  Tode  ihres  Versorgers  vom  anfänglichen  Alter 
b  existiren.     Die  Zahl  derselben  ist  nämlich  am  Eu- 
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de  des  ersten    Jahrs  r=z    A-    (B  —  B-),  am  Ende 

des  2ten  Jahrs  ZU  A^  (B  —  B^)^  sowie  üherhaupt 

n  n 

am    Ende    des   nten    Jahrs    zz:    A        (B    —  B     ). 

Wenn  nun  jeder  Pensionist  am  Ende  jedes  Jahrs,  so 
lange  er  lebt,  I  Rthlr  erhalten  soll,  so  ist  der  ge- 
genwärtige   "Werth    aller    dieser    Zahlungen    zz: 

A*  (B  —  Bi)                     Ai   ( B  —  B^  )  , 
_ j _ [- 


Ai  (B  ^  Bl)  A-  (B  _  B-) 

-r  •  •  H — J  > 


r*  rx 

wo  X  die  Altersergänzung  von  A  ist,  und  der  Werth 

der  Ueberlebensrente  für  einen    einzelnen    Pensioni- 

I  Ai  (B  —  B£ 

sten  ist   —  -j-^   ( + 

A^  (B  -  B^)  ,         A-  (B  -  B~) 

_     -     -  -t  '•  -\  -  ;  • 

I         Ai  (B  —  B^)        A=  (B  —  B^) 
Ferner    ist    -^-^  ( +  ~ 

AI  (B  —  Bi)       .  1  A^  B 

A-  B  ,         AI    B 

~  r«  r^  *  "^ 

i  A*  B^  AI  BS  AI    Bi 

"^^  (        -  I  :-2  1  ~i        ■ 

►|-  .  .  )  zzi  ^  a  —  Pf  a  b,  d,  h.  man  findet  den 
Werth  der  Ueberlebensrente,  wenn  man  von  der 
Leibrente  für  die  zu  versorgende  Person  die  Verbin- 
dungsrente für  dieselbe  Person  und  den  Versorger 
abziehtt 
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Ex.   Wenn    a  HZ  25?    b    HH    35?    so    ist  nach 
Süfsmilclis  Sterblichkeitstafel  und  dem  4  Procentfus- 

se  Aa  :=:  I5?9870  und  A  a  b  =Z  11,7272?  folgHch 
wird  die  Ueberlebensrente  für  A  zzz  I5>9870  — 
II?7272  =  4?2598.  ■    ^    ■ 

Anm,  Was  im  $.  angefdlirt  worden,  ergiebt  sich  ancli  un- 
mittelbar aus  der  Natur  der  Sache,  indem  man  sich  vorstellen 
kann,  dafs  die  Person  A  sofoi-t  eine  Leibrente  i  bezöge,  da- 
lür  aber,  so  lange  die  Person  B  mit  ihr  zusammen  lebt,  eine 
eben  so  grofse  Rente  bezalilen  müfste,  wo  ihr  dann  nur  der 
Werth  der  nach  dem  Tode  von  B  fälligen  Leibreute  übrig 
bliebe. 


§.  167. 

Wenn  die  Leibrente  jedesmal  am  Ende  des 
Jahrs,  aber  nicht  blofs  an  die  dann  noch  lebenden 
Interefsenten,  sondern  auch  für  die  im  Laufe  defsel- 
ben  Jahrs  versorbenen,  nach  Verhältnifs  der  Zeit, 
die  sie  erlebt  haben,  bezahlt    werden  soll,    so  ist  der 

vollständige  Werth  derselben  ZU  Cl )   Aa 

°  apr 

-7-  ""i — ~  ($•  68)«     Setzt  man  nun  den  vollständigen 

Werth    der    Verbindungsrente,     die   am    Ende    des 
Jahrs  bezahlt  wird,  so  wie  er  im  §.   147.  angenoni- 

I  I 

men  ist,    =:  (l )    ;i  a  b -4 ,    so    wn'd 

2pr  2  r 

der    Werth    der     corrigirteji     Ueberlebensrente    =n; 
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—  =  d   —  ■ •  )    (A  a    —  l    ab),  welches 

3  r  2  p  r        ^ 

bey    dem    Ziusfufse    von    4    Procent  beinahe  vnn  2 

Frocent    von    dem  Werth    von    l  a.    —   P^  a  b,  beide 
ohne  Correction  genommen,    verschieden  ist. 

Will  man  aber  die  genaue   Correction  von  Aab 

nehmen,  so  wie  sie  im  §.   148  angegeben  ist,  so  nmis 

man  von  dem  oben  angeführten    Werthe    der    Ver- 

I            ^A^.^B^      ^    .  , 
bindungsrente  noch  /- —irfi abziehen, 

I 

und  die  Ueberlebensrente  ist  dann  =  (l  —  ")  X 

j  p  r  -' 

(^a   -    ^ab)    -1--^/ iro-A"B— • 

Anm,  Ucbrjgcns  ist  es  leicht  zu  erklären,  warum  dio 
Ueberlebensrente,  die  Zwischenzinsen  ungerechnet,  mit  der  Cor- 
rection kleiner  wird  als  ohne  dieselbe.  Nach  der  Formel  des 
vorhergehenden  §.  ist  nämlich  so  gerechnet,  als  ob  alle  die  A, 
deren  B  vor  ihnen  sterben,  schon  in  dem  nämlichen  Jahre,  wo 
der  Todesfall  erfolgt,  einen  vollen  llententhaler  erhielten,  liier 
dagegen  ist  für  das  Sterbejahr  von  B  die  Rente  mir  nach  Ver- 
hältnifs  der  Zelt  berechnet.  Wenn  nun  gleich  nach  der  letzten 
Berechnung  wieder  die  von  ihren  B  getrennten  A,  welche  im 
Laufe  jedes  Jahrs  sterben,  noch  einen  ihrer  Lebenszeit  ver- 
hältnifsmäfsigen  Theil  der  Rente  erhalten,  so  ist  dieses  hinzu- 
zulegende Stück  doch  nicht  so  grpfs  als  das  erstere  abzuziehende, 

§»  168. 

Im  vorhergehenden  §.  ist  jedoch  angenommen, 
dafs  die  Ueberlebensrente  am  Ende  des  Jahrs  anf 
einmal  bezahlt  werde,       Soll  sie  aber  im   Laufe  des 
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Jahrs  terminweise  bezahlt  loerdeiiy  und  zwar  für 
die  jedesmal  Abgelienden  nach  Verhältnifs  der  Zeit, 
die  sie  noch  erlebt  haben,  so  wird  der  Werth  der- 
selben etwas  grölser  ausfallen  müfsen. 

Wenn  die  eine  Haltte  der  Rente  in  der  Mitte, 
die  andre  aber  am  Schlufse  des  Jahrs  zahlbar  wäre, 
so     würde    der     vollständige    Werth    derselben    = 

r-a  -f  5  r  -f-  3  r^  -f.   I  3  r »   -f  i 


8  r  '  8  r 

1.  £  f. 

r-  +  3  r  -j-  3  1  -    +•    I  —  3   r"^  +1 

^.  a  b  — 


8  r  8  r 

+  —77-^; -f^ r^ÄB •      ^^'    ^'   ^'  ^^ 

1         X  r-  -f-  3  r  -4-  3  r"    4-     I  

und  149)=  ■ ~ (Aa~;iab) 

-t- f- :^^-Xb ''  ^"^  "^^^  ^^*^^® 

Stück  der  Regel  nach  wegbleiben  kann.  Für  r 
=  rj04  wird  solchergestalt  der  Werth=r  Oj990386 
(>la  —  Aab).  Bey  vierteljährlicher  Zahlung  würde 
er  =  0,995241  Ga  —  iTh). 

Sollte  aber  die  Ueberlebensrente  in  augenhlick-  ' 
liehen    Terminen  bezahlt  werden,  so  wäre  der  voll- 
ständige Werth  derselben    =  —    ( — —  Aa4-pr — -n) 

^  pr     '^  p  '  ^         ^ 

—  "^   ^^  A  a  b  +  pr  —  rr)  +    ~;rCit2P-27r)X 
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S ^^-^^ •     (^-    §•    §•  70  und    150)    = 

n 


_    (Aa  —  A  ab)  +   —  CI  +  2  p-2  7r)  X 

S ^o  A^B •     ^^""'^  ^  ~  ^'^^'  folgHch  71  = 

25^4967  ist,  so  Avircl  hienach  der  vollständige  Werth 
der  gesuchten  Rente  =   1,000128    (^a  —  A  ab)  + 


ak^.av>^ 

Praxis  wohl  unbedenklich  A  a  —  A  ab    setzen   kann. 


0>I63433  / ;r^-D ?    wofür    man    in    der 

■^  r°  A  B 


§.  169. 

Da  ganz  allgemein  die  Ueberlebensrente  gleich 
ist  der  Leibrente  für  die  zu  versorgende  Person,  we- 
niger der  Verbindungsrente  für  dieselbe  Person  und 
den  Versorger,  so  gilt  dies  auch  für  die  Rente  nach 
der  Hypothese  des  gleicluncifsigen  Absterheiis,  Sind 
nach  dieser  Hypothese  die  Leibrenten  und  Verbin- 
dungsrenten nur  auf  ganze  Jahre  berechnet,  so  mufs 
man  die  im  vorigen  §.  angegebene  Correction  so- 
wohl wegen  der  Renten  selbst  als  wegen  der  Zin- 
sen sämtlicher  Pensionen  hinzufügen.  Hat  man  die 
Leibrenten  und  Verbindungsrenten,  beide  in  äugen-» 
blicklichen  Terminen  zahlbar,  berechnet,  so  ist  der 
Werth  der  Ueberlebensrente  genau  der  Differenz  der 
beiden  Renten  gleich. 

Ex,  Die  im  augenblicklichen  Terminen  zahlbare 


.« 
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Leibrente  für  eine  vierzigjährige  Person  ist,  wenn 
nacli  Süfsmilch  ihre  Altersergänzvmg  ZZZ  45,28  an- 
genommen wird,  nach  der  Hypothese  rrr  13,5702« 
Die  auf  gleiche  Weise  berechnete  Verbindungsren- 
te für  z'v\'^ey  Personen  von  40  wnd  55  Jahren  ist 
=rr  854578«  Folglich  wird  hier  die  Ueberlebensren- 
te  für  die  jüngere  Person  =  I3?5702  —  8j4578 
=  5>1I24«  Auf  ganze  Jahre  ist  die  Leibrente,  eben- 
falls nach  der  Hypothese,  =  I3»0760  und  die  Ver- 
bindungsrente für  die  gedachten  Personen  z=  7)9654> 
folglich  wird  die  Ueberlebensrente  hienach  z=z 
13,0760—   7,9654=   5,1106« 

Aiim.    Unmittelbar    erliif  Ite    man  nach  der  Hypothese  die 

Ueberlebensrente,  in    angenljlicklichen    Terminen    zahlbar,     für 

X  (ß  —  x)    d  X 
die  ältere   Person  B  ZZ  f  ■ 


«  .  ß  rx 

I  X  d  X  1  X*  d  X 

■ f "   —  f 1     Nun  ist  nach  der  Ily- 

a   ^       rx  «/?  ^         rx 

pothese     die    Leibrente    für    B   ZZ   J 

1  X  d  X  

. r q\q  Verbindun^rsrente    für  A  und  B  aber  — 

/i   -^       rx      ' 

dx  I  xdx  I  xdx 


rx  a  x^  ß  rx 

I  x=  d  X  d  X  I  xdx 


.f. folglich  /- ■  — f- 

ciß-^        rx  -^       r^  ß    ^       rx 

xdx 


320  Dritter  Abschnitt. 

rl.    h.    auch    hier  hat   man    die    Ueberlebensrente    fiii-   B    ZU 

;ib  —  Aab. 

Wollte  man  aber  auf  ähnliche  Weise  die  Ueberlebensren- 
te für  A,  als  die  jüngere  Person,  suchen,  so  müfste  man  zwey 
Berechnungen  anstellen,  indem  das  Leben  der  A  nacli  dem  Ab- 
gang aller  B  noch  fortdauert,  und  x,  für  A  genommen,  bis  zu 
«  wachsen  kann» 

§.  170. 

Soll  die  Ueberlebensrente  aufgescliohen  werden, 
d,  h.  mit  einem  gewifsen  Alter  des  Pensionisten, 
wenn  nämlich  dann  der  Versorger  gestorben  seyn 
sollte,  anfangen,  so  findet  man  den  Werth  derselben 
folgendermaafsen.  Da  die  ersten  n  Jahre  in  der 
vorhin  angegebenen  Zahlung  wegfallen,  so  ist  die 
gesuchte     Ueberlebensrente    = 


A—        — A— B— 


A(afn)(bf  n),d.  h.  die  um  n  Jahre  aufgeschobene  Ue- 
berlebensrente ist  gleich  einer  um  n  Jahre  aufge- 
schobeneu Leibrente  für  A,  weiliger  einer  um  diesel- 
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be  Zeit  aufgeschobenen  Verbindungsrente  für  A  und 
B. 

Ex.  Der  Pensionist  sey  5  Jahre  alt,  der  Ver- 
sorger 40;  die  Ueberlebensrente  soll  erst  mit  Ab- 
lauf   des    I5ten    Jahrs    des    Pensionisten    anfangen. 


Hier  ist  a  -f-  n  rrr  15,  b  -|"  ^^  =  50  J  nach  der 
Süfsmilchschen  Sterbensordnung  und  dem  4  Procent- 
fufse  ist  die  um   10  Jahre  aufgeschobene    Leibrente 

für  das  Alter  5  =  -t~~'  0,675564  .17,6104?  und 
eine  um  10  Jahre  aufgeschobene    Verbindungsrente 

für  die   Jahre    5    und   40  =  — — -   0,675564 

579 .  374 

X  9,8279.     Man  erhält  also  den  gesuchten  Werth  =: 

5ii  ,  0,675564    -  5oo 

(17,6104  — -,-   .  9,8279)  = 


579  374 

0,596223    (17,6104  —  7,8833)  —  5,7995. 

Anni.  Der  angeführte  Satz  erglebt  sich  auch  auf  folgcH- 
cle  Art.  Wenn  das  Alter  des  rensionisten  ZZ  a,  und  das  de» 
Versorgers  ZZ  b  ist,  so  wird  nach  Ablauf  des  ntert  Jahrs, de? 
Pensionist  a  -j-  n  und  der  Versorger  b  f  n  Jahre  alt.  Würde 
nun  der  Einschufs  für  die  Ueberlebensrente  erst  nach  Ablauf 
der  n   Jahre  bezahlt,  und  lebten  beide  Personen    dann  noch,  so 


wäre  der  derzeitige  Werth  der  Rente  ~Z  A^fn  — /[(afn)  (^bfn). 
Wenn  es  ferner  gewifs  wäre,  dafs  beide  Personen  noch  n  Jahra 
lebten,  so  wäre  der  gegenwärtige  Werth  dieser  Ueberlebensrcn» 


^afn  —  A(atn)  (bfn)  .       ^        ^. 

tc  — -^       Ntm    ist    aber    die 

rn 

Wahrscheinlichkeit,  dafs  A  am  Ende  des  nten  Jahrs  noch  lebo  Jl 

n 
A—  __ 

- — 7—    ,  und  dafs   A    nntl  B    jusammen  dann  noch  lebi  n,  ^ — ^ 
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n       n 
A—   B— 

— — 5    folglich     ■Wild    der     j^'esvichte     Werlh     ' 

n  n       n 

A—  A-  B—  • 


§.  171. 

Sollte  dagegen  die  Ueberlebensrente  mit  einem 
bestimmten  Jahre  des  Pensionisten  anfänglich  vom 
Alter  a  aufhören^  z,  B.  bey  dem  Jahre  a: -|-  ii,  so 
suchte  man  auf  dieselbe  Art,  wie  im  vorigen  §.  ge- 
zeigt worden,  die  um  n  Jahre  aufgeschobene  Ue- 
berlebensrente, und  zöge  dieselbe  von  dorn  gegen-- 
wärtigen  Werthe  der  vollen  Ueberlebensrente  ab, 
d.  h.  die  mit  dem  nten  Jahre  aufhörende  Ueberle- 
bensrente für  die  nut  B  verbundene  Person  A  ist  = 


—  A—  

il  a    —    A  a  b     —      - — ;; —  A  a   +  n  + 

A  rii  *  ' 


n         n 

A—  B 


ABr,.  '  ^^  +  "^  (*'  +  "^- 
Ex.  Wenn,  wie  im  vorigen  §.,  der  Versorger 
40  und  der  Pensionist  5  Jahre  alt  wäre  und  die 
Rente  mit  defsen  I5ten  Jahre  aufhören  sollte  (wo 
also,  v.enn  der  Versorger  dann  noch  leben  sollte, 
gar  keine  Rente  bezahlt  würde;,  so  wäre  nach  Süfs- 
milchs  Sterbensordnung  und  dem  Zinsfufse  von  4 
Procent  die  volle  Ueberlebensrente  für  das  Alter  von 
5  Jahren  =r  18,0017  —  IIj47II  =  6,5306.     Die 
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bis  ^um  I5ten  Jahre  aufgeschobene  Ueberlebensren- 
te  für  die  nämliche  Altersverbindung  ist  nach  dem 
vorhergehenden  §.  :=:  5?7995;  folglich  wird  dei* 
"Werth  der  mit  dem  I5ten  Jahre  aufhörenden  Ue* 
berlebensrente  =  6,5306  —  5>7995  =  0)7311. 

^.  172. 

Wenn  die  Ueberlebensrente  sowohl  mit  einem 
bestimmten  Alter  a  +  n  des  Pensionisten  anfangen 
als  mit  einem  andern  festgesetzten  Alter  a4-ii"i"^^ 
wieder  aufliÖren  sollte,  so  suchte  man  zuerst  den 
Werth  sowohl  der  um  n  Jahre  als  der  um  n  -f^  m 
Jahre  aufgeschobenen  Ueberlebensrente  für  die  mit 
B  verbundene  Person  A,  und  zöge  den  letztern 
Werth  von  dem  erstem  ab,  wo  dann  der  Unter- 
schied das  Gesuchte  giebt,  d.  h»  die  hier  bestimmte 


A—  

Ueberlebensrente  ist  :rs A  a  4-  n 


Arn 


n       n 

A—  B--- 


A- 


-j-^^ ^  (a  4-  n)  (b  -f  n) 

nfm 

—  A  a   -[-  n  -j-  m  -{-* 


A  rnfm 


nfm  nfm 

A B- 


AB  nifm A  (a  +  n  +  m)  Cb  +  n  4-  m). 

^-  173. 
So    wie    nach    den    vorhergehenden    §.    ^.    die 

X  2 
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Zeit  des  Aufschubs  für  sich  bestimmt  war,  kann 
sie  auch  von  dem  Leben  des  Versorgers  abhängig 
gemacht  •weiden,  wenn  nämlich  die  Pension  erst 
eine  bestimmte  Xeit  nach  dem  Tode  des  Versorgers 
zu  laufen  anfangen  soll.  Ist  nun  wieder  das  Al- 
ter des  Pensionisten  =:  a,  des  Versorgers  aber  =:  b, 
und  soll  die  Ueberlebensrente  n  Jahre  nach  dem  To- 
de des  letztern  anfangen  zu  laufen,  so  ist  die  erste 
Zahlung  im  n  -J-     Iten  Jahre,  wo    die  Anzahl  der 

nfi 
lebenden  A  =  A         ,  und  die  Anzahl    der  im  er- 
sten Jahre  verstorbenen  B  z=z  B    —  B-    ist,  folglich 
ist  dieZahl  der  überlebenden  zurPension  berechtIgtenA 

=  A (B  —  B-),  und  der  gegenwärtige  Werth 

A (B    —  BS) 

der  Zahluno:  an   dieselben   r=  ; . 

^  .  rn  f  I  * 

Eben    so    Ist    Im   n  -}-  2ten    Jahre  die  Anzahl  der 

Überlebenden  zu  pensionirenden  A  z=z  A  (B  —  B^}, 

und    der    gegenwärtige     VV^erth    der    Zahlung    = 

A (B  —  B^) 

etc.     Wenn  man  diese  haaren 


rnf  2 

Zahlungen  für  alle  Jahre  zusammenlegt,  und  die 
Summe  mit  der  anfänglichen  Anzahl  der  Paare  di- 
vidirt,  so  erhält  man  den  haaren  Werth  der  so  be- 
stimmten   Ueberlebensrente    = 

A (B  — Bi) 

•J_ 

rn  1 1  rn  f  2 
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nf5  tifr 

A— (B-BO  ._A(_^ZZ_  + 


rnfS               '         '^         AB  rnfi 

A^ ,        A 1       A—  BS 

+       :zrr^      r  •  0  —  tb  C" 


rn 1 2  rn 1 5  "^         AB       rn  j  * 

nf2  iif3 

A B5       ,  A Bi 

n  n 

A—         — —  A— 


Arn 


^a  +  n —  — -;; •    ^  (a    +    n)  b    m 

»  Arn  ^        1         > 

(K  a+n  —  ^  (a-\-^^^  b)^  das  heifst,  Ton  der 


A  .  rn  A  r>i 

n 

A— 


Leibrente  für  das  Alter  a -|- -"^       1.  dl. ^  Verbindungs- 
rente für  die  Leben  b  und  a  -j-  n  abgezogen,   und. 

A — 

der  Rest  mit  — . multlplicirt. 

Arn 


§.  174. 
Aufserdem  können  die  UeberlebensrenJen  noch 
auf  raancbe  Weise  bedingt  werden.  Von  diesen  Be- 
dingungen ist  die  gewöhnltcbste^  dafs  die  Ueberle- 
bensrente  nur  bezahlt  werden  solle,  falls  der  Ver- 
sorger  und  der  Pensionist  noch  eine  hestimmte  Zeit 
zusammenleben^  sonst  aber  überall  nicht.  Wenn  die- 
se Zeit  =  n  und  die  Pension  sonst  nicht  weiter 
aufgeschoben  ist,  so  sind  nach  Ablauf  der  Zeit  n 
der  Pensionist  un  l  der  Versorger,  welche  ursprüng- 
lich a  und  b  Jahre  alt  gewesen  seyn  mögen,  ersterer 
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vom  Alter  a  -|"  ">  letzterer  b  -|~  ">  und  die  Ueber- 
lebensrente  wäre  nach    Ablauf   dieser    ii    Jahre    = 


Ä  a  4"  "  —  A,  (a  -|-  n)  (b  -\-  n),   wovon    der    gegen- 

••  r        W    .1     —        ^afn-  A"c7tn)  (b  f  n) 

warti^e    Vvertli  —  — • 

°  fa 

ist.     Da    aber  die    Wahrscheinlichkeit    für  ein    be- 
stimmtes Paar,  dafs  es  am  Schlufse  des    nten    Jahrs 

n      n 
A—  B—         . 

noch  zusammen  lebe.  = r-:^ ist,  so  wird 

A  Jj 

die    gesuchte   IJeberlebensrente  ZIZ 


A—  B—  — -^ —  ■ 

Ta  B  ri^   .  [;.  a  4-  n  —  i  (a  +  n)  (b  +  n)  ]  . 

Ex.  Ein  Ehiemann  von  40  Jahren  will  seiner 
Frau  von  30  Jahren  eine  Wittwenpension  versichern, 
jedoch  unter  der  Bedingung,  wenn  er  noch  5  Jah- 
re mit  ihr  leben  sollte;  wie  viel  beträgt  der  Ein- 
schufs  für  I  Rthlr.  Pension  nach  Süfsmllchs   Morta- 


litätstafel und  r  I}04    gesetzt?     Hier  Ist  a  -}-  ^^ 


=  35,  b  -j-    n  =    45,  A  =   439,  A~-  =  409, 
B  z=:  374,  B—  =:  339,  und  —    =    0,821927  . 

409 . 339 

Also  Ist    die  Ueberlebensrente  — X 

439-  374 

0,821927  (14,1175  —  9j709I)^^ 0,694097.4,4084 
-:::  3,0598. 

§'  175* 
Die  Bezahlung  des  Einschufses  für  eine  Ueber- 
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lebensrente  geschieht  entweder  durch  Erlegung  ei- 
ner ein  für  allemal  bestimmten  Summe  oder  durch 
Entrichtung  eines  jährlichen  von  dem  Leben  des 
Versorgers  abhängenden  Beitrags,  oder,  wie  es  ge- 
wöhnlich heifst,  entweder  auf  den  Kapitalfufs  oder 
Contrihiitionsfiifs.  Bey  dem  Kapitalfufs  kann  es 
indefsen  doch  gestattet  werden,  die  einmal  ausgemit- 
telte  Summe  in  gewifsen  Terminen  mit  Zinsen  und 
Zinseszinsen  abzutragen. 

Wird  der  Contributionsfufs  angenommen,  so 
pflegt  die  Zahlung  nicht  über  die  Verhindungsclau- 
er  hinausgesetzt  zu  werden,  und  man  findet  den 
Beitrag,  welchen  der  Versorger  für  diesen  Fall  jähr- 
lich für  die  versicherte  Ueberlebensrente  zu  zahlen 
hat,  wenn  man  das  Kapital  der  Ueberlebensrente 
als  den  Werth  einer  Verbindungsrente  für  den  Ver- 
sorger und  Pensionisten  ansieht,  wo  dann  der  Ver- 
sorger jährlich  so  viel  Thaler  an  Beitrag  zu  entrich- 
ten hat,  als  der  haare  Werth  der  mit  l  Rthlr.  zu 
zahlenden  Vei'bindungsrente  in  dem  Kapital  der  Ue- 
berlebensrente enthalten  ist,  d.  h.  Avenn  der  Kapi- 
talwerth  der  Ueberlebensrente    r=:  V  und  der  jähr- 

V 

liehe  Beitrag  =:  C,  so  ist  C  ■=.  • uz".     Wenn  die 

Ä  a  l3 

eventuelle  jährliche    Pension  P    heilst,*  so    ist   V  = 

A  a  —  A  ab 


p 

(;.a 

—  ;.  a 

H 

und  C 

— 

p. 

p 

c- 

Aa 

,„^ 

0. 

Aab 


A  ab 
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Soll  der  Beilrag  mit  dem  Eintritt  anfangen  ^und 
his  zum  Tode  des  Versorgers  fortdauern,  so  wird 
das  Kapital  der  Ueberlebensrente  mit  der  vollen 
Leibrente  für  dajs  Alter  des  Versorger«  dividirt,  d. 
Jh.,  wenn  V  der  baare  Werth  der  Ueberlebensrente, 
C  der  jährliche  Beitrag  auf  Lebzeit  des   Versorgers 

V 

Tom    Alter   b,    so    Ist   C   sr:    —r~y~y  ^^^^  wenn  P 

.       .  Xa.  —  A-ab 

die  eventuelle  Pension  ist,  C  rs;  P  . ; • 

'  Xh 

Ex.  Ein  Vierzigjähriger  versichert  einer  drel- 
fsigiährigen  Person  eine  Ueberlebensrente  von  100 
Hthlr,  und  will  solche,  so  lange  er  und  der  Pensio- 
nist zusammen  leben,  auf  den  Contributionsfufs  bezahr 
len,  wie  viel  hat  er  nach  Süfsmilchs  Tabelle  und  dem 
Zinsfufs  von  4  Procent  jährlich  zu  entrichten  1  Die 
Ueberlebensrente  für  a  irr  30>  wenn  b  =:  40,  ist 
5=  4)303I>  folglich  sind  für  lOORthlr.  zu  entrich- 
ten   430>3I.        Nun    ist    die    Verbindungsrente    für 

30  .  40  =  10,7816,  folgHch  C  = '-^^ — - 

°  10,7816 

■^==  39,9  Ij  Wollte  der  Versorger  den  Beitrag  be- 
zahlen so  lange  er  selbst  lebte,  wenn  auch  der  Pen- 
sionist früher  sterben  sollte,  so  wäre  Im  vorherge- 
henden Falle  A  b  m    13,1565,    folglich  würde  für 

diesen    Fall    C    =   — —  r=   32,71. 

13,1565 

Sollte  der  jährliche  Beitrag  entweder  um  n 
Jahre  auf  geschahen  werden  oder  auch  mit  dem  nten 
Jahre  aufhören^  so  müfste  man  im  ersten    Fall    das 
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Kapital  der  Ueberlebensrente  mit  dem  Werthe  der 
xim  n  Jahre  aufgeschobenen  Verbindungsrente,  im 
letzteren  aber  mit  dem  Werthe  der  um  u  Jahre 
aufhörenden  Verbindungsrente  dividiren. 

Ex,  Ein  Dreifsigjähriger  versichert  einer 
fünf  und  zwanzigjährigen  Person  eine  Ueberlebens- 
rente von  100  Rthlr.,  will  dieselbe  aber,  so  lange 
er  mit  dem  Pensionisten  zusammenlebt,  in  jährlichen 
Beiträgen,  nach  Verlauf  von  10  Jahren,  bezahlen. 
Hier  ist  wieder  nach  Sülsmllch  und  zu  4  Procent 
das  Kapital  der  Ueberlebensrente  rr:  368j07>  und 
der  Werth  der  um    10    Jahre    aufgeschobenen  Ver- 


bindungsrente für  die    Leben    25  •  30    nach   §,   155 

r  1   T  1       •    1  /^  3685O7 

=  5,2394j  folglich  wird  C  = =  70,25. 

5?2  394 

Sollte  dagegen  der  Beitrag  mit  dem  Ende  des  lOten 
Jahrs  aufhören,  so  wäre  der  V>  erth  der  mit  dem  lOten 
Jahre  aufliörenden  Verbindungsrente  für  die  ge- 
gebenen Personen  nach  §.   156  =  5?  1328?  und  al- 

368,07 
so  b   =    — 1— =  ilul» 

5,1328 


§.  175.  b. 

Wenn  auch  die  Ueberlebensrente  aufgeschoben 
oder  sonst  auf  eine  andre  Weise  bedingt  seyn  sollte, 
so  wird  immer  der  Kapitalwerth  derselben  nach  dem 
Vorhergehenden  gefunden  und  dann  auf  eine  ähn- 
liche Art,  wie  bereits  gezeigt  worden,  der  jährliche 
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Beitrag,    äefsen  Werth    diesem  Kapitalwerthe  gleich 
ist,  gesucht  werden  können. 


§.  176. 

Es  bestehe  eine  fortwährende  Gesellschaft  von 
Ehepaaren  und  Witt  wen  mit  der  Bestinmiung,  dai's 
eine  jede  Wittwe  jährlich  l  Rthlr.  durch  die  Bei- 
träge der  stehenden  Ehen  erhalten  solle ;  bey  dem 
Eintritt  sollen  die  Ehemänner  vom  Alter  b,  die  E- 
hefrauen  vom  Alter  a  seyn,  und  bey  dem  Abgange 
eines  Ehepaars  tritt    ein    anderes,    ebenfalls  von  der 

Altersverbindung  a  b  ein,  die  Gesellschaft  ist  bereits 
zu  dem  Beharrungszustande  gekommen;  man  sucht 
den  baaren  Werth  der  Zahlung  jedes  Ehepaars. 
Wenn  jährlich  A  B  Ehepaare  hinzukommen  und 
der  Beharrungszustand  eingetreten,  d.  h.  wenn  die 
gröfste  Altersergänzung  abgelaufen  ist,  so  ist  fort- 
während die  Zahl  der  bestehenden  Ehen  A-  B- 

4-  A-=B=  -f  .  .  A"  B— =  /A'i  BS  wo  die  Reihe 
bis  zur  kleinsten  Altersergänzung  y  fortgeht.  Fer- 
ner ist  fortwährend  die  Zahl  der  Wittwen  in  der 
Gesellschaft  =  A^  (B  —  B^)  -f-  A-  (B  —  B^)  -f 


,  .  +  A—  (B  -  B-)  =  B  (Ai  4-  A^'-  +  .  .  4- 
^— )  —   A5  B^  +   AI  B5  -f-  .  .  -f  A—  B—  = 


B  /A'-  —  /A'^  B'-.  Da  eine  jede  Wittwe  jähr- 
lich I  Rthlr.  erhalten  soll,  so  ist  der  jährliche  Bei- 
trag   jeder    stehenden    Ehe   = 
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B  /A'£       /A'i  Bi 
B  /A'i    —  /A'^E'^      ___   ~ÄB  AB 

/■  A'^  B'^  S^'~  ^~ 

_  AB 

E  a  ^ —  E  a  b 

zr: *     Da  ferner  dieser    jährliclie 

Eab 

Beitrag  bezahlt  werden  soll,  so  lange  beide  Eheleu- 
te zusammenleben,  so  ist  der    gegenwärtige    Werth 

E  a  —  Eab  — 

des  ganzenBeitrags:^ zm .  ^  a  b,  wel- 

"     Eab 

eher  Werth  sich  zu  dem  gewöhnlichen    Werthe  der 
"Wittwenrente   oder    ^  a  —    ^  a  b    verhält     wie 
Ea  —  Eab  Xa.  —  Aab 


Eab  A  ab 

Ex.  Es  sey  a  =  40,  b  =  50,  so  ist,  nach 
Süfsmilch     und    zu    4    Procent    gerechnet , 

Ea  —  Eab  22,64  —    12570 

__ .;tab     =    —— ^^^X 

Eab  i-'7o 

8,6531  "izz  6j772.     Der  Werth  der  gewöhnHchen 
Pension  ist  nur  ==:  4,503. 

Anm.  Die  in  diesem  §.  angenommene  Voraufsetzung  lag 
einem  Theile  der  früheren  Wittwenkafsen  zum  Grunde.  Die 
stehenden  Ehen  sollten  die  Wittwen  versorgen,  tnd  man  hielt 
dies  um  so  leichter,  da  man  das  Verhältuifs  der  Anzahl  der 
Ehen  .zu  der  Wittwenzahl  nur  nach  unvollständigen  Erfahrun- 
gen beurtheilte,  und  es  danach  für  zu  grofs  annahm.  Bey  Ge- 
legenheit der  Vei-handlungen  übet  ^^^  derzeitige  Calenbergischa 
Wittwenkafse  ward  sogar  behauptet,  dafs  dies  Verhältuifs    we^ 
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lugstens  ZZ  4  :  i  sey,  [Der  im  gegenwärtigen  §,  angeführte 
Ausdruck  giebt  das  wahre  Verhältnifs  der  Elien  zu  der  W'itt- 
W'^enzahl  für  den  Eeharrungsstand  an.  Wenn  z.  B.  das  Alter 
der  Ehemänner  ZZ  47J  und  der  Ehefrauen  ZZ  4o  Jahre,  so 
ist  dies  Verliältnifs  zufolge  Süfsmilchs  Sterbensordnung  ZZ 
a5,37  ;  2a,G4  —  i3,37  ZZ  i3,37  :  9,27  ZZZ  i,44  :  i,  folglich  kom- 
men dann  nicht  völlig  3  Ehen  auf  2  Wittwen.]  Die  Erfah- 
rung zeigte  bald,  dafs  man  auf  zu  wenigPensionisten  gerechnet 
hatte ;  die  hierauf  gegründetenAnstalten  gingen  unter  oder  wurden 
umgeformt.  Jetzt  wird  man  wohl  bey  öffentlichen  Einrichtun- 
gen nicht  wieder  auf  eine  ähnliche  Idee  verfallen;  iudefsen  kön- 
nen Privat-Anstalten  vorkommen,  worauf  die  hier  aufgestellte 
Aufgabe  anzuwenden  ist. 

In  Ansehung  des  anscheinenden  Paradoxon,  dafs  hier  fort- 
während von  den  stehenden  Ehen  mehr  bezahlt  werden  könno, 
als  der  wahre  Werth  der  Pension  beträgt,  verweise  ich  auf  §, 
ao6  vorher, 

Anm,  2.  In  den  vorhergehenden  §♦  §,  sind  die  theoreti- 
schen Vorschriften  zur  Einrichtung  der  Wittwen-^  und  Waisen- 
Kajsen  enthalten,  denen  ich  noch  folgende  Bemerkungen  hin- 
zufüge . 

1).  Was  die  den  Kafsen  dieser  Art  zum  Grunde  zu  le- 
gende Sterbensordnung  betrifft ,  so  erfordert  dieser  Punct 
eine  mehrseitige  Aufmerksamkeit,  indem  hier  nicht,  wie  bey 
Xeibrenten,  gerade  diejenige  Ste»blichkeitsordnung,  wonach  die 
Sterblichkeit  am  geringsten  ausfällt,  für  die  Kafse  am  vor- 
theilhaftesten  ist.  Da  die  Ucberlebensrenten  nämlich  durch  Sub- 
traction  derVerbindungsrenten  von  denLeibrenten  gefunden  wer- 
den, so  kömmt  es  bey  derVergleichung  derUeberlebensrenten  nach 
zwey  verschiedenen  Sterblichkeitsordnungen  auf  das  Verhältnifs 
sowohl  der  Leibrenten  als  Verbindungsrenten  an,  und  es  kön- 
nen daher  auch  die  Ucberlebensrenten  nach  einer  Sterbensord- 
nnng  gröfser  seyn  als  nach  ainer  andern,  wenn  gleich  die  Sterb- 
lichkeit  nach    der   ersteren   gröfser  ist  als  nach  der  letzteren« 
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So  sind  z.  B.,  wenn  die  Unterschiede  des  Alters  unter  den  bei- 
den verbundenen  Personen  nicht  grofs,  z,  B,  nicht  grÖfser  als 
10  Jahre  sind,  die  Ueberiebensrenten  sowohl  für  die  jüngera 
als  die  ältere  Person  bis  etwa  an  das  sechzigste  Alters  jähr 
nach  der  Süfsmilchschen  Sterbensordnung  gröfser  als  nach 
der  Wargentinschen,  Wenn  der  Unterschied  des  Alters  dage- 
gen beträchtlicher  ist,  so  können  die  Ueberiebensrenten  für  die 
jüngere  Person  nach  Wargentin  bedeutend  gröfser  werden  als 
nach  Süfsmilch,  So  ist  z.  B.  bey  einer  Verbindung  zwischen 
einer  achtzigjährigen  und  einer  vierzigjährigen  Person  die  Ue- 
berlebensrente  für  die  letzte  zu  4  Procent  nach  Süfsmilch  ZIZ 
f),3o8,  nach  Wargentin  aber  TU  io,953.  Bey  dem  Tarif  einer 
iViUwenkafse,  wo  der  Unterschied  des  Alters  der  verbundenen 
Personen  im  Durchschnitt  nicht  grofs  ist,  (bey  der  Kopenhage- 
ner Wittwenkafse  ist  er  im  Durchscnnitt  etwa  8  Jahre)  könnte 
man  nach  den  bisherigen  Erfahrungen  mit  Sicherlieit  die  Süfs- 
milchsche  Sterbensordnung  zum  Grunde  legen.  Wenn  aber  et- 
wa die  Anstalt  ganz  oder  zum  Theil  eine  Waisenkafse  seyn 
sollte,  so  würde  mau  mit  mehrerer  Sorgfalt  zu  prüfen  haben, 
ob  man  dafür  die  nämliche  oder  welche  andre  Sterbensordnung 
zur  Grundlage  annehmen  sollte, 

2),  Bey  Wittwen-  oder  Waisen  -  Kafsen  von  beträcht- 
lichem Umfange  kann  man  den  Tarif  für  die  einzelnen  Jahre 
der  verbundenen  Personen  bestimmen.  Bey  der  Kopenhagener 
Wittwenkafse  z.  B.  enthält  der  Tarif  den  Ansatz  für  alle  Com- 
binationen  zwisphen  dem  Alter  des  Mannes  vom  22sten  bis  zum 
6osten,  und  dem  Alter  der  Frau  vom  i4ten  bis  zum  6osten 
Jahre.  Bey  kleinen  Gesellschaften  scheint  dies  jedoch  weder 
nöthig  noch  rathsam  zu  seyn  ;  die  Angaben  der  Mortalitätsta- 
bellen und  die  darauf  gegründeten  Berechnungen  können  ihrer 
Natur  nach  nur  mit  dem  Durchschnitt  einer  beträchtlichen  An-r 
zahl  von  Fällen  zusammenstimmen,  und  es  ist  keinesweges  zu 
erwarten,  dafs  sie  bey  einzelnen  Fällen  zutreffen.  Es  scheint 
daher  zuträglicher  ,    den  Ansats  etwa  von  fünf  zu  fünf  Jahren 
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sowohl  für  das  Alter  des  rensionlsten  als  des  Versorgers  zu 
beslimnaen,  wobey  denn  wohl  die  höchste  innerhalb  der  Grän- 
zen  der  Klafse  vorkommende  Taxe  als  Norm  für  die  gan» 
ze  Klafse  anzunehmen  wäre,  Soll  eine  Kafse  dieser  Art 
nur  für  einen  sehr  beschx-ankten  Umfang  errichtet  werden,  so 
könnte  man  die  Taxe  wohl  allein  nach  dem  Unterschiede  des 
Alters  des  Versorgers  und  Pensionisten  bestimmen  j  denn  auf 
diesen  Unterschied  kömmt  es  hauptsächlich  an,  und  bey  glei- 
chem Unterschiede  des  Alters  sind  die  Ueberlebensrenten  nicht 
sehr  vei-schieden,  sie  mögen  für  ein  jüngeres  oder  älteres  Paar 
gesucht  werden.  Wenn  z,  B»  der  Mann  acht  Jahr  älter  ist  als 
die  Frau,  so  ist  vom  ißten  Jahre  der  Frau  an  bis  zum  52sten 
die  höchste  Ueberlebensrente  bey  dem  4osten  Jahi-e  ZZ  4,269., 
die  niedrigste  bey  dem  i6ten  Jahre  ZZ.  3,819,  JNimmt  man 
aber  alle  Taxen  vom  i6ten  Jahre  bis  zum  52Sten  zusanunen  und 
dividirt  mit  Sy,  als  der  Anzahl  derselben,  so  erhält  man  ziun 
Durchschnitt  4,ii5,  welchen  man  um  so  mehr  als  eine  allge- 
meine Taxe  für  alle  Fälle,  wo  der  LIann  8  Jahr  älter  ist  als 
die  Frau,  ansehen  kann,  da  sicher  die  meisten    Ehe^iaare  beym 

Eintritt  in  die  Anstalt  jünger  sind  als  Aj  .  59,  wozu  diese  mitt- 
lere   Ueberlebensrente    eigentlich    gehört, 

5)  Ueber  das  Wiederheirathen  der  Wiltwen  hat  man  hin 
und  wieder  Erfahrungen  gesammelt  und  bey  einigen  Wittwen- 
kafsen  ist  darauf  gerechnet»  Das  Widerverheirathen  ündet  am 
meisten  Statt  bey  solchen  Witlwen,  die  nach  dem  Tode  des 
Mannes  ^in  irgend  einem  Gewerbe  oder  in  einem  Besitz  von 
Geldeswerth  verbleiben, vielleicht  am  häufigsten iinterLandleuten, 
wenn  mit  derWittwe  derHof  auf  einen  neuenEhemann  übergeht. 
Solche  allgemeine  Erfahrungen  auf  Wittwenkafsen,  die  gewöhn- 
lich in  einer  ausgesuchten  Gesellschalt  bestehn,  anzuwenden, 
halte  ich  für  bedenklich,  und  ich  würde  rathen,  dies  Moment 
aus  der  Berechnung  gänzlich  wegzulafsen.  Uebi-igens  wird 
dennoch  festgesetzt  werden  können,  dafs  die  Wiltwenpeusioncn, 
wenn  eine  \Vitt^Ye  wieder  in  den  Ehestand  tritt  und   so  lan-r 
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ge  sie  darin  bleibt,   ilex'    Kafse    anheimfallen,    die   dadurch  im- 
mer einige  Erleichterung    erhält, 

4).  Der  Contributionsfufs,  wie  angenelinr  er  auch  für  die 
Interefsenten  seyn  mag,  ist  für  die  Kafse,  zumal  wenn  sie  nur 
von  beschränktem  Umfangeist,  nicht  zu  empfehlen  ;  sie  trägt  da- 
bey  ein  doppeltes  Risico,  einmal  dafs  der  Contribuent  vor  der 
erwarteten  Zeit  sterbe,  das  andremal,  dafs  der  Pensionist  über 
die  berechnete  Zeit  lebe,  zumal  da  vorauszusehen  ist,  dafs  die 
meisten  Vex'sorger,  wenn  ihnen  anders  die  Wahl  Ireygelafsen 
ist,  den  Contributionsfufs  vorziehen  werden.  Jede  Kafse  die- 
ser Art  sollte  es  sich  daher  zur  Hegel  machen,  die  Zahlung 
nur  auf  den  Kapitalfufs  anzunehmen,  und  nur  dadurch  den 
Versorgern  eine  Erleichterung  zuzugestehn,  dafs  sie  die  unbe- 
dingt festgesetzte  Einschufssumme  in  be,stimmten  Ternxinen  mit 
Zinsen  und   Zinsesziusen  abtragen   können, 

5),  Auch  bey  Kafsen  dieser  Art  ist  eine  von  Zeit  zn  Zeit 
vorzunehmende  ilez;zjzon  sehr  zu  empfehlen.  Wie  das  Credit  der 
Kafse  zu  berechnen  sey,  ergiebt  sich  von  selbst;  werden  Con- 
tributionen  angenommen,  so  wird  der  Werth  derselben,  je  nach- 
dem sie  während  des  Lebens  beider  Verbundenen  oder  eines 
derselben  bezahlt  werden,  nach  dem  Tarif  der  Verbindungs- 
oder Leib-Renten  berechnet.  Was  das  Debet  betriiTt,  so  be^ 
rechnet  man  den  Werth  der  actuellen  Pensionen  nach  der  Leib- 
renten-Tabelle, den  Werth  der  eventuellen  Pensionen  nach 
dem  Tarif  derWittwenpensiontn,  Da  aber  bey  dem  Beharrungs- 
stande der  Gesellschaft  der  erste  Theil  der  Schuld  wohl  noch 
gröfser  werden  kann  als  der  letztere,  so  mochte  es  rathsam 
j  seyn,  die  Berechnung  einmal  nacli  einer  Sterbensorduung,  wo- 
nach die  Ueberlebensrcnten  am  grösten  ausfallen,  das  andremal 
nach  einer  Sterbensordnung,  wonach  die  Leibrenten  am  gröfs- 
ten  sind,  anzustellen.  Wenn  übrigens  auch  bey  den  ersten 
Revisionen  die  Bilanz  der  Kafse  günstig  ausfallen  sollte,  so 
darf  man  sich  dadurch  der  fernem  Prüfung  nicht  überhoben 
glauben  ;  denn  wenn  der  Eintritt  der  Ehepaare  gleichmafsig  fort- 
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Irährt,  so  wächst  die  A.nzalil  der  Wittwen  so  lange  bis  die  AI- 
tersergänzung  der  jüngsten  Ehefrau  von  der  Errichtung  der 
Gesellschaft  an  verilofsen  ist,  folglich  wenn  Ehepaare  von  jedem 
Alter  eintreten,  während  eines  Zeitraumes  von  70  bis  ^5  Jah- 
ren. 

Diese  Kafsen-Revision  wird  indefsen  hier  dadurch  erschwert, 
dafs  das  Conto  der  stehenden  Ehen  selten  genau  aufzumachen 
ist,  indem  der  Tod  der  Ehefraiien,  wenn  sie  vor  den  Männern 
sterben,  nicht  immer  bey  der  Kafse  bekannt  wird  Als  vor 
einigen  Jahren  die  Bilanz  der  Kopenhagener  Wittwenkafse  auf- 
gemacht wurde,  fand  sich  eine  Unvethaltnifsmäfsig  grofse  Anzahl 
stehender  Ehenj  bey  näherer  Nachsicht  zeigte  sich,  dafs  vie- 
le derselben  lange  aufgelöset  oder  ausgestorben  waren,  und 
dafs,  obgleich  jeder  Ehemann  bey  einer  Geldbnfse  von  20  Rthl. 
verpflichtet  ist,  den  Tod  seiner  Ehefran  innerhalb  6  Wochen 
anzuzeigen  ,  diese  Vorschrilt  in  vielen  Fällen  nicht  befolgt 
war.  Man  miifste  Erkundigungen  einziehen  so  viel  man  konn- 
te, und  am  Ende  nach  dem  Bekannten  eine  approximative  Be- 
rechnung über  das  Unbekannte  anstellen.  In  dieser  Hinsicht 
könnte  es  zweikmäfsig  seyn,  bey  Wittwenkafsen  zu  bestimmen 
dafs  bey  dem  Eintritt,  aufser  demWerthe  der  Pension,  noch  ei- 
ne verhältnifsmäfsige  Summe  zur  Kafse  erlegt  werden  müfso 
die  an  den  Ehemann ,  wenn  die  Frau  vor  ihm  stirbt,  zurückbe- 
zahlt  würde» 

Wie  eine  Revision  dieser  Art  übrigens  anzustellen  sey, 
ersieht  man  aus  der  :  Nachricht  von  dem  Zustande  der  allgemeinen 
Wittwenkafse  zu  Kopenhagen  am  Schlufse  des  Jahrs  I797  etc.  von 
J,  Nt  Tetens,    Kopenliagen,    I803. 
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Von 
'   der  Rente  auf  das  längste  Lehen  unter  zweyen, 

§.  177. 

Die  Rente  für  den  Längstlebenden  unter  zwey- 
en  wird  bezahlt^  so  lange  beide  Personen  zusam- 
men leben  oder  irgend  eine  von  ihnen^  sey  es  wel- 
che es  wolle,  übrig  ist.  Wenn  die  anfängliche  Zahl 
der  Paare  r=z  A  B,  so  ist  die  Zahl  der  Paare,  wel- 
che   am    Ende    des    nten    Jahrs    ganz  ausgestorben 

sind,  =  (A  —  A— )  (B  —  B— )  —  A  B  —  A—  B 

—  A  B—  +  A—  B— ,  folglich  die  Zahl  derer  Paa- 
re, wovon  noch  irgend  Jemand  lebt,  =rr  AB  —  AB 
n  n  n        n  n 

+   A—  B    -f   AB—  —  A— B—   =   A— B  4- 

n  n  n 

A  B      —  A      B     .     Also  wird  die  Rente  des  Längs t- 

1  .       .  I  A^B         ,  ABi 

lebenden  =:  -         ■■■  ( -f- 

AB  " 
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+ ; f-    .   .  )   =  /l  fi  4-  A  b   —    A  a  b  ,   d. 

li.  die  Rente  des  Längstlebenden  unter  zweyen  ist 
gleich  der  Summe  der  Leibrenten  für  beide  ein- 
zehie  Personen,  weniger  der  Verbindungsrente  für 
beide  zusammengenommen.  Wenn  a  rr:  b  wäre, 
so  würde  der  Werlh  der  Rente  auf  das  längste  Le- 
ben rrr  2  A  a  —  A  a  b. 

Ex.  Wenn  die  eine  der  beiden  Personen  25 
und  die  andre  30  Jalire  alt  ist,  so  wird  nach  der 
Süfsmilchschen  Sterblichkeitstafel  und  dem  Zinsfufse 
von  4  Procent  /.a  =  I5j9870j  ?.hz=z  15,0847?  und 

A  ab  =:  1253063?  iolglich  Aa-f-''-'^  —  •^ab  =: 
I5j9870  +  15,0847  —   12,3063  =  18,7654. 

Anm.  Die  Sncho  ist  auch  so  anzusehen,  als  ob  einer  je- 
den clei-  beiden  Personen  rinc  Leibrente  versichert  Aväre;  da 
sie  fndefsen  auf  diese  Weise  die  Rente,  so  lange  sie  beide  leben, 
doppelt  erhalten  ■würden,  so  haben  sie  den  einmaligen  Wcrth 
dieser  Rente  fiir  die  Zeit  ihrer  Verbindung  zurückzuzahlen» 
Es   ist  demnach   die  Reute   für    den  Längstlebenden   unter   zwey 

Personen  vuui  Aller  a  und  b  "HZ  A  ^  f  A  'j  —  A  a  b,  (^Vergl. 
§.   i4o). 

§.  178. 

AVenn  die  Rente  auch  fih'  diejenigen,  welche 
im  Laufe  jedes  Jahrs  sterben,  nach  Verhältnifs  der 
Zeit,  welche  sie  noch  erleben,  überhaupt  aber  am 
Ende  des  Jahrs  bezahlt  werden  soll,  so  niiifs  soAvohl 

zu  Aa  und  Ab  als  A  a  b  die  Correction  hinzugefügt 
werden.      Danach   wird  aho  die  Rente  auf  das  läng- 
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sie  Leben  r=r  (l 
-  (i  - 


Anm»     Genau    genommen    mlKste    zu    dem    angegebenen 
Wertlie    noch   ■ —  f „  '    ■  ■    hjnzngeni;:t 

Cr     ^  r''  A  B 

■»Verden,  indefsen  kann  dieser  Thell,  als  gegen  A'aunxlAf>  un- 
bedeutend, wohl  wegfallen» 


§.  179. 

Sollte  aber  die  Rente  in  Terminen  während 
des  Jahrs  bezahlt  werden,  so  wäre  der  "Werth  der 
Zinsen  nach  Analogie  defsen,  was  in  den  §.  §.  69 
und  149  bey  den  Leibrenten  und  Verbindungsren- 
ten  angeführt  worden,  hinzuzufügen. 

Wären  die  Termine  augenblicklich,  und  wür- 
de dabey  die  Rente  auch  für  diejenigen,  die  in  je- 
dem Jahre  abgehen,  nich  Verhältnifs  ihres  Lebens 
bezahlt,    so  erhielte  man  den  Werth  der  Rente    r=r 

n  n  n  n 

• ( A  a   4-    ■ — •  ;.b  4-  2pr  —  In)  — X 

pr        p  P  '^         pr     ^ 

(  Aab-f-pr  — 7i)  (^.  70  und  150)  = [— X 

p  '^  ^    -^  '^prp 

(A  a  -f-  Ab  —  A  a  b)  -f-  p  r  —  n], 

Anm,  Auch  hier  kaiui  man  das  kleinere  Stück  der  Correc- 

•  Y2 
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tion    lui'  tlle  ■Vcxbindungsi'enle,  nämlich  • f  < -—;:;: — j 

6r  ^      r°  A 


B" 

welches    hier    ausgelafsen  ist,   wenn  ^  unil  ß  dem    Lebensziel 
sehr  nahe  sind,  noch  hinzufügen. 


§.  ISO. 

Wenn  die  Rente  für  den  Längstlebenden  um  n 
Jahre  aufgeschoben  werden  sollte,  so  niüfste  der 
Wertli  der  beiden  aufgeschobenen  Leibrenten  addirt 
und  von  dieser  Summe  der  Werth  der  aufgescho- 
benen Verbindungsrente  abgezogen  werden,  d.  h. 
es  wäre  der  Werth  der  aufgeschobenen  Rente  des 
'  n  11 

A—  B— 

Länestlebenden   =   -— . A  a  4-  n  -{-  — _ X 

&  A  rn  '  '        B  rn 

n  n 

A—  B- 


X  a  +  n ABri^^ ^  (»  "f  ")    Cf>  +  »> 

§.  181. 

Die  Rente  für  den  Längstlebenden  kann  auch 
eine  Ueherlebensrente  seyn,  wenn  sie  nämlich  be- 
zahlt werden  soll,  nach  aufgelöseter Verbindung,  entwe- 
der an  A  oder  an  B,  so  lange  eine  der  beiden  Personen 
lebt.  In  diesem  Falle  mufs  also  von  dem  vorher 
im  Jj.  177  gefundenen  Werthe  noch  einmal  der 
Werth  der  Verbindungsrente  für  die  beiden  Perso- 
nen abgezogen  ^yerden,  und  die  Ueherlebensrente 
für  den  Längstlebenden    unter    zweyen  wird  daher 

2i:  /.a  -\-  Ab  —  2  A  a  b.      Wären  beide  Personen  von 
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gleichem  Alter,  so  wäre  dieser  Werth  =  2    V-st  — 

X  aa^. 

Ex.  Wenn  wieder  a  =  25  "und  b  =  30  ist, 
so  hat  man  nach  Süfsmilchs  Tabelle  vmd  dem  Zins- 
fulse  von  4  Procent  Za  =15,9870?  Ab  =  15,0847» 
Iah  =:  I2?3063j  folglich  die  Ueberlebensrente  für 
das  längste  Leben  =:  I5,9870-i-l5j0847— 2.12,3063 

=  (5,4591. 

Anm,  Dafselbe  Resultat  erhielte  man,  wenn  man  die  Ren- 
ten für  alle  die  Fälle,  wo  ein  Ueberleben  unter  zwey  Pci'souen 
Statt  findet,  zusammenlegte  ;  man  hätte  nämlich  hier  den  Werth 

_  A'i  CB  —  B'i) 

der  ffesuchten  Rente  f- :— ;r ——     "^ 

^  ^  AB  r»  * 

B'£  (A  —  A'^)      A'£  A'JE  B'« 


AB  r»  -^    Ar»         -^       AB  r* 

B'i  A'i  B'i 


-^/-eTT— /      ABr^    ...^AafAb-.Aab. 


§.    181.    b. 

Sollte  diese  Ueberlebensrente  auch  für  diejeni- 
gen, die  im  Laufe  jedes  Jahrs  sterben,  bezahlt  wer- 
den^  und  zwar  nach  Verhältnils  der  Zeit,  aber  am 
Ende    des    Jahrs ,    so    würde    ihr   Werth  z=z 

CI  -  — -D  ya  +  Ih)  +  -f  - 

2  pr  r  2  pr 

A  b  —    2  A  a  b  ) . 

Ex.    In    dem    Yorigen    Falle,    wenn  nämlich  a 
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rrr  25  und  b  =:  30?  erhielte  man  also    den    Wertli 

=  (I )  6,4591  = 6,4591    =   6,3349' 

52  55 


$.  182. 

Der  Antheil  jedes  Einzelnen  an  der  Rente  des 

Längstlebenden  ist  für  A  =  X  a.  —  f  ^  a  b  ,     und  für 

B  =  Ab  — ■*§  X  ab.      An    der  Ueberlebensrente  auf 
das    längste    Leben    wäre    der   Antheil    von    A    zzz 

Xa.  —  A  a b,    für    B    aber  =:  Ab  —  X  ab. 


A%W*^^VVvAAArfWW\/NArfVA^*/\AAA-VV 


Fünftes     Kapitel^ 

Fon 
AnwartscJiaften, 

die    von  zweyer  Personen  Lehen 
abhängen» 

§.  183. 

Zwey  Personen,  eine  vom  Alter  a  die  andre  vom 
Alter  b,  haben  nach  Ablauf  von  n  Jahren  eine  Sum- 
me =  I  zu  erwarten,  falls  sie  dann  beide  noch  le- 
ben sollten  (^widrigenfalls  ihr  Anrecht  ganz  weg- 
fällt); es  wird  der   Werth  dieser   Anwartschaft  ge- 
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suclit.     Der  Werth  der  Siimme,  wenn  sie  unbedingt 
am     Ende     des    nten    Jahrs    bezaldt    werden    sollte, 

wäre    t=:  ;     da    aber    die    Wahrscheinlichkell, 

ru 

dafs  beide  Personen   am  Ende  des  nten  Jahrs  noch 


leben,  =  r — :^ ist,  so  wird  der  Werth  unter 

11        11 
A—  ]'>— 

der  anCTei];ebeneu  Voraufsetzunq;  :=   — — r — :f: —  • 


$.  IS4. 

Sollte  tlle  Summe    wieder    am    Ende    des  nten 

Jahrs  bezahlt  werden,  falls    B  dann   todt  wäre  und 

A  lebte,  so  wäre,    da    die    Wahrscheinlichkeit,   dafs 

dann    A   nach    dem    Tode    von    B    lebe,    rrr 

11  n  11  11         n 

A-   (B  —  B— )  A—  A—  B— ; 


A  B  A  AB 

ist,    der    gegenwärtige   Werth    der    Summe    = 

11  n  11  11  11 

A-  (E  -  B-)     _       A-         ^ZJlI')  sc 
AB  ru  "~         A      '—      A  B      ^  ^ 

ru  ' 


§.  185. 

Wenn  die  Summe   l    am    Ende  des  nten  Jahrs 
auf  den  Fall  bezahlt  werden  sollte,    dafs  irgend  eine 
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der  Personen  des  Paars   dann  noch  lebte,    so   ist    die 
Ajizalil  der  am  Schlulse  des  nten  Jahrs  ganz  ausge- 

n  n 

storbenen  Paare  =  (A  —  A     )  (B  — B~),  folglich 

die  Anzahl   derer    Paare,    welche    noch  nicht    ganz 

n  n. 

ausgestorben  sind,  =  A  B  —  (A  —  A— )  (B  —  B~), 

und  die  Wahrscheinlichkeit  für  ein  Paar,  dafs  irgend 

eine  Person  defselben  am  Ende  des  nten  Jahrs  noch 


lebe,  ist 


A  B  —  (A  ~  A— )    (E  ~  B— ) 
AB 


n  n  n  II 

A-       _,_        B-  A-B- 

n  n 

A—         .      B— 


wird  der  gesuchte  Werth  =  ( — -  -h 


B 


n 


A^  B-  X 

)  — 


AB        ''    ru 

§'  186. 

Sollte  die  Summe  I  am  Ende  des  nten  Jahrs 
imter  der  Bedingung  bezahlt  vi'erden,  dafs  beide 
Personen  dami  todt  wären,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit,   dafs    sowohl    A    als    B  am  Ende  des  nten 

(A  —  A— )   (B  —  B— ) 

Jahrs  verstorben  smd,=: —'^ ~" 

n  n  n         n 

— .  A—  B-  A—  B— 

—   ^  Ä  B        "^  AB         ' 
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und  der  gesuchte  Werth  der  Summe  l  wäre  dem- 
n  n  n         n 

A~            B—  A— B— 

mch=:(l -^ g— •  -h       ^  B      )  X 

j 

$.  187. 

Wenn  eine  Anzahl  von  Paaren,  bestehend  aus 
einer  Person  vom  Alter  a  und  einer  andern  vom 
Alter  b,  sich  dahin  verbände,  dafs  bey  der  Auflö- 
sung eines  jeden  Paars,  sey  es  durch  den  Tod  des 
einen  oder  auch  beider  Genofsen,  und  zwar  am 
Ende  des  Jahrs,  worin  die  Auflösung  geschieht,  ein 
für  allemal  I  Rthlr.  bezahlt  werden  sollte,  so  wäre 
der  gegenwärtige    Werth    eines    solchen  Thalers  für 

-  ^     P       -      ^       r     ^^^^)        .       A  CA^  B^) 
jedes  Paar  — -^g-  ( ^^^ j ■ 

j JL.  .   .  )   z=:    {>  ah  f    wie  solche^ 

schon  oben  im^.  146  bestimmt  worden,  nämlich  = 

— . .     Sollten  die  Zinsen  des  Thalers 

r  p  r 

vom  Anfange  des  Jahrs  an  gerechnet  werden,  wor- 
in   das    Paar  aufgelöset  wird  ,     so  wäre  der    jetzige 

Werth    des    so    bestimmten     Thalers    :=:    r  ^  a  b 

Aab 


§.  188. 
Wollte  man  annehmen,  dafs  die  Verbindungen 
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im  Durchschnitt  in  der  Mitte  des  Jahrs  aufhören, 
und  dann  der  Sterbethaler  für  alle  aufgelc  ete  Ver- 
bindungen bezahlt  werden  sollte,  so  wäre  der  Wertli 

=:  r=  ^  ab.  Für  r  =  1,04  hätte  man  also  hier- 
nach den  Werth  =  1,019804-^  (ab). 

"Wenn  aber  der  Abgang  der  einzelnen  Perso- 
nen innerhalb  jedes  Jahrs  gleichmäfsig  geschieht,  so 
ftiufs  die  Anzahl  der  in  gleichen  Zeiten  aufhörenden 
Verbindungen  vom  Anfang  des  Jahrs  an  bis  zum 
Ende  defselben  succefsiv  abnehmen.  Den  »enaueu 
Werth  der  sofort  bey  der  Auflösung  jedes  Paars  zu 
zahlenden  Summe  I  erhält  man  durch  folgende  Be- 
rechnung. Wenn  A  B  die  anfängliche  Zahl  der 
Paare  ist  und  das  Jahr  in  n  gleiche  Theile    getheilt 


wird,  so  ist  die  Anzahl  der  am  Ende  des  Isten 


I 


11 


Theils  bestehenden  Paare  =  (A  —  )  (B  —  —) 

n  11 

-T.       AA.B        AB.A    ,    AA.AB  _ 

=  AB \~     ,    am  En- 

n  n  11       11 

de  des  2ten Theils    ist    diese    Anzahl    := 

n 

2AA        ^  2  AB  ^„      2  AA.B 

(A )  (B = — )  =  AB 

n       ^    ^  n       '  n 

2AB.A  2=AAaB  -        .,  ., 

i ,  etc.  und  ambchlns- 

n  n        11 

se  des  letzten •  Theils    =    (A A  A)  (B  — 

n  n 

n  n  AA.B  hAB.A 

^  A  B)   =    A  B ■ 

n  ^  u  li 
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n^  A  A.  AB 

j ,     Wenn  man  nun  von  der  Anzahl 

n= 

der  Paare,  die    im  Anfang   jecbes    Zeittheils    existirt, 

die  Anzalil,    welche  am    Ende  des    Zeittheils   übrig 

bleibt,  abzieht,  so  ist  die  Anzahl  der  während  jedes 

Zeittheils    aufgelöseten    Verbindungen  nach  einander 


—  AA.B  + 
n 

1 

11 

AB.   A   —  -T"  AA  .  AB, 

—  AA.B  + 
11 

I 
11 

C22  _  1) 
^B  .  A  —  -^ AA .  AB, 

n- 

—  AA.B  + 
n 

I 
11 

^B  .  A  —   ^K~^'~^  aA  .  AB, 
etc.   etc. 

— AA.B  + 
n 

1 
n 

^B.A  —  "~— 0^  — 0-  ^^^B. 
n- 

Discontirt  man  jeden  Theil  auf  den  Anfang  des 

Jahrs,  uhd  dividirt  durch    AB,    so    erhält  man   den 

über  alle  Paare  vertheilten    Werth   der    Zahlungen 

(      1  I  I 

■  des  ersten  Jahrs  =:     4- -4 1- 

I        1  2.         '  3        * 

{   rlT  r~  rlT 


+ 


I    ]      a.ab  +  b.aa 

j].      I  n  AB 

n     j 


f        1  ,  2*  —    I  3«    _   22 

-r-  + r-  +  — — ;; —  +  •  •  + 

n2  —  (n 


rir  rir 


n 


Der  erste 
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I          f             I 
-— —      I 


n(r"-i) 

A  A  B  +  B  A  A  ' 
AB 

A  AB  -f-  B  AA 

ÄTb 

so  wird  dieser  Theil  =: 


l 


X 


r  —   1 


n  (r     —  i)  r 


X 


;    setzt  man   aber  n  rr   oo  ? 

r  —  I 

r  (log  iiat.  r) 

A  AB  -}~  B  AA      __jr_    AaB+BAA 
A~B"  "^  Ä~B  * 


Der    zweite  Theil  Ist  ::rr 


ci  -  —11 — r  + 


5»  n" 


n= 


X 


AA.AB 
u^  AB 


z^^j^ 


+ 


r" 

^   n3 


c~y      c-^^ 


+^ 


M 


+  •  •  + 
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CvY  I  aA.aB 


V  j^   I     :  wenn  a- 

n_        J  -r     u_t_i   I         AB 

t 

ber  n  =   qq    gesetzt  wird,    so  ist  r"    —    l    = 

1 
I05.  uat.  r  I  d  X  """ 

—  — J=  ;  terner  r    r=:  i 


n  TT .  n  n 

n  f  1  n 

und     r    "      =:    r"    =  r;    folglich  wird  dann    der 

rr,,     ..  f    I  x*  d  X        .         1    ) 

zweite     Theil    =       f V 

I  TT  -^         rx  r   J 
AA.AB 
.    -P     ■"-  _,      und  nach    §.    42 ,     da   nach    der 

Integration  x    =     l     gesetzt  werden     mvifs ,    rzr: 
f                            I   4-  2   Ti:  4-  2  TT^  ,        I    1   AA.AB 

l  r  ^    r   J      AB 

f  2n:  2  71=   ^  AA.AB        ^_^ 

_      ^2  TT-  ■  —  — -         j     .  j-^ 

f    2  Ti'^   Cr  —  O      _^       27TP     ]        A  A.  A  B 

i  r  pr      J  ATB 

TT     ^  AA.aB 

=    (2  TT  —  2  p) r-^ "•      Danach  wird 

pr  ^  AB 

also  der  Werth  der  Zahlungen  des    ersten  Jahrs  = 

n        AAB-f-BAA  n 

TT" Ä-B 7r    ^'"  -  'P^   ^ 

A  A.  AB      n    A  AB  +  B  aA  —  AA  .  AB 

AB  "^7  A  B 

n                                                 AA.AB 
+    -^7     (I  +  2   p  -  2  O    ■ ^-ß 
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n         A  (A  B)  ,       TT  ^    ,  A  A .  A  B 

=  ?7  — Ä-B +  77^^+^-P-^-^-ÄB-* 

Eben  so  erhält  man  für  das  zweite  Jahr  den  haaren 

Werth  = V^- (i4-ap_27T)X 

p  r  A  B  r  pr  ^ 

AAi.ABi  ..  ,v^     Ti       — 

— ,    so    wie    tur    das    dntte  Jahr    =: 

A  B  r 

pr        ABr^  pr^  *■ 

A  Ai  .  A  B5^ 

— ^ — ; etc.  etc. 

A  B  r* 

"  Für    alle    Jahre    ergiebt    sich    also  hieraus  der 

Werth    =  /- ^    .  T,  T"  (  1    "T 

pr  r°  A  B  '       p  r 

AA^.AB^  n  — 

2P  -2-)/— T^Xß =  —    ^'^  -1^    + 

'-    .       ,  .,  AA2.ABS 

—  (I  +  2P  -  2  TT)/        ^,  ^^      ■. 

TT  ^ 

Für  r  =  1,04  wird t=  1,019868?     —  = 

p  P^ 

0,980643,    und    -^  (I  +  2p  —  2tt)  =  0,006410. 

AA^.  AB^  . 

Da    nun    ohnehin/— —r\y nureinklei- 

^  r°  A  B 

ner  ächter  Bruch  ist,  so  kann  man  wohl  0,006410  X 
f  ^  "•^_  ohne  Bedenken  wedalsen  und  den 
vollständigen  Werth  des  in  augenblicklichen  Terini- 
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neu    bey    der    Auflösung    aller    Paare  zu   zahlenden 
P 


TC  

Tlialers  z=. il>  a  b  setzen. 


i         '  §.  189- 

• 

Wenn  die  Summe  I  bezahlt  werden  soll  am 
Ende  des  Jahrs,  worin  B  stirbt,  unter  der  Bedin- 
gung, dafs  dann,    d.  i.  am  Ende  des  Jahrs,  A  noch  le- 

Ai   A  B 

he,  so  hat  man  den  Werth  derselben  rr: ~ • 

A  B  r 

A-    A  B£  A^  A  B2  

'^  AB  r^  ^        AB  r»  T     •    • 

Ai  (B  —  Bi)  A-(Bi  —  B=)         A^  (B=  —  Bi) 
___       .  ^         Aß  r^  *"  '      AB  r^       ' 


B- 


-J-    •  .    =  TT '    A  a  (b  —  I)  —    A  a  b. 

Sollte  aber  diese  Summe  bezahlt  werden  zwar 
wieder  am  Ende  des  Jahrs,  worin  B  stirbt,  jedoch 
üherhaupt  auf  den  Fall,  dafs  A  in  dem  Augenblick, 
wo  B  stirbt,  noch  lebt,  wenn  er  auch  nachher  in  dem- 
selben Jahre  gleichfalls  abgehen  sollte,  so  ist  nach 
§.  131  die  vollständige  Anzahl  aller  überlebenden 
A  im  ersten  Jahre  =  A-  A  B  -[-  f  A  A  .  A  B,  im 
zweiten  Jahre  =r  A=  A  B^  -|-  ^  A  A^  .  A  B-  etc., 
und  es  ist  daher  zu  dem  vorher  angegebenen  Wer- 

I         f     A  A.  AB 

the  noch  Innzuzuleffen    • T" 

^        3   AB    [  r 

A  A-L.  ABi-      .         1     ^       .  I       f   AA.  AB 

r=  '  J  2  A  ß  ^  r 
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,  (A^  -  AI)  (B^  -  Bg) 


I       [(A~A^)(B— B^) 


1     - 


A^  B^ 


Aß  [ 


Ai  B^ 
+ -. + 


r    A^  Bi 


3  AB 


+ 


A^B' 


I       f    A£  B2 


A^.ßi 


2  A  ß  i.         r  •  r^ 

I       C    AS  ßi  Ai  B^ 

^   i"7"  ^         r 


1-2 

A- 


+ 


]   _ 


+ 


A 


A  (a  —  I)b  — 


also    der    gesuchte    vollständige    Wertli   = 


ß- 

— 1 

B 

also 

der    g 

B- 

—\ 

ß 

l 

ab 

i  r 

ß- 

^i 

3 

B 

B 

—  r 

a  K     I 


;ta(b  —  I)   +    ^ab      .    Danach  wird 


;,  a(b—     I)     —  Aab-f- 


2  r 


+ 


A- 


2  A 


2  B 


;,  a  (b    —    I)    4- 


A  a  (b    -    I)   - 


l  Ca  —  I)  b 


Aab 


+ 


3  r 
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;.  a  b  A- 


4 ;i  (a  -    I)    b    = 


if. 


I  A  a  b     1     .         B 


*|^r  pj^j  ^  ^ 


-1 ~5 ^    a  (b  -  1) 


A 


7 ;i    (a  —  I)  "b    =  f   N^  a  b     + 

2  A  y 

_i                                                                       —1 
B _- A ^ 

A  a  (b     —     I  )    — 


B  ^  ^  '  A 

1 


A    (a     —    I  )      b     I  . 

Auf  die  nämliche  Weise  findet  man  den 
"Werth  der  Summe  I,  die  am  Ende  des  Jahrs  be- 
zahlt werden  soll,  worin  A  stirbt,  wenn  B  bey  defsea 


C       — .  A 

Tode  noch  lebte,  =  ^       -ö-   a  b   4- X 

'    i  '  A 

B^^^^ > 

A  Ca    —    1)    b    - ~ A  a    ( b    —  O     . 

Nimmt  man  beide  Werthe,  nämlich  den  der 
Summe,  die  bezahlt  werden  soll,  wenn  A  zuerst 
stirbt,  und  der  Summe,  die  fällig  ist,  wenn  B  zu- 
erst stirbt,    zusammen,    so    erhält   man  wieder  ihre 

Summe  =1:  ■&  a  b,    wie  es  seyn  mufs. 

Ex.  Es  sey  a  =  30,  b  =  60?  so  ist  nach  der 
Süfsmilchschen  Sterblichkeitstafel  und  dem  Zinsfu- 
fse  von  4  Procent  ^  (30.60)  =  0,6769,  ^^  (29.60) 
=  7?4282,  A  (30.59)  =  7,5975'     Folglich  wird  der 

Z 


354  Dritter  Abschnitt. 

Werth  der  Anwartschaft  für  das  Ueberleben  von  A  = 

§  (0,6769+-^^  7,5975  —  —    7,4282),  "nd 

445 
für  das  Ueberleben  von  B  =  f  (0,6769  H — 

439 

X  7,4282 ^^    7,5975).      Das   Erstere   glebt 

2IO 

0,53515,    das    Letztere    aber  0,14175,  und  Beides 
zusammen  genommen   ist  wieder  r=  0,6769» 

Sollten  die  hier  angegebenen  Anwartschaften 
durchgängig  in  der  Mitte  oder  im  Anfange  des 
Jahrs  als    fällig   angesehen    werden,    so    müfste  maii 

die  angeführten  Werthe  im  ersteren  Falle  mit  r"> 
im  letzteren  aber  mit  r  multipliciren.  'VV^'enn  aber 
die  Anwartschaft  jedesmal  im  Laufe  des  Jahrs^  wor- 
in    die    Auflösung    geschieht,    bezahlt  werden  sollte, 

SO    wären    die    angegebenen    Werthe     mit    • — 

zu  multipliciren. 

Anm,  Die  hiezii  noch  geliörigc  Correctiou  kann  man 
nach  dem,  was  im  §.  ib8  angelührt  worde»,  wohl  als  unbe- 
deutend weglalsen. 


§.  190. 

Wenn  die  Anwartschaft  bezahlt    werden  sollte 

bey  dem  Tode  von  A,  falls  derselbe   zuletzt   stirbt , 

.      ,  I       A  A  (B  —  B) 

so  ist  der  Werth  derselben  =-rT;  ( " 

AB  ^  r 
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A  A^  (E  -  B^)         ,        A  A--  (B    -  B^) 


,        ,    ,       1             AA.aB         ,       AAi.AB^ 
+  •  •>  +TÄB-  ^ r +  ■ ^ 

^  _ — _ — _  j^  ,  .^.     jjer  erste  ilieil  ist,  rrs 

— r  — I  — r 

A- A B 

A  a  —  I T-^ X 


A  '  AB 

— 1 

B  — 

X    (a  —  I)  (b  —  I)      —    A  a   + g X 

I   t  ;ia  1  t  ACab) 


Z  a  (b    —    I)  = 

— -1 

B I 

—  Xa-| Aa   (b    —  I)      =—7 


Xsl  I  t  X(ab)  ,         B 


+   ■ V> X 


pr  r  '  ß 

a  ( b  —  I  ) ,  und  dies  ist  zugleich  der  Werth , 
wenn  auf  diejenigen  A  nicht  gerechnet  werden  soll, 
die  zwar  nach  ihren  B,  aber  in  demselben  Jahre 
mit  ihnen,  sterben» 

Der    zweite    Theil   ist  nach  dem  vorhergehen- 

— 1 

j       .         ^  ^     1  t  A  (a  b)  B •    — - 

den^.  =  f  [ -^ __^aCb—   I)  ■ 

A- 


B 

-r 


^   —    ?.    (a    —    i)b    4-    Aab].       Beide 

Z  2 
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Theile  zusammengenommen  geben  also  den  vollstän- 

^.  ^  1  la.  I  t  ;iab 

diffen    Werth     r=5     —  • •  — 

r  pr  2  r 

xTb  ,  B . 

4- +  ^ ;t  a  (b  -    I)  - 

— ~i 
A 


3A 


A   (a    —    l)  h    =:    -O-a.   —  -^  ^  a  b    + 


B A 

i—^—  ^-(b  -  I)    -  — X — •   X 


^    (a  —  1)  b]. 

Sollte  auf  dieselbe  Weise  für  B,  wenn  er  zu- 
letzt stürbe,  d  ie  Anwartschaft  bezahlt  werden,  so  wä- 
re   der    Werlh    derselben    =:^    4)  h  —    ~    -&  a.h    -|- 


A- 


f  [— S ^'    (a    -    I)    b    -     — B X 


^  a  (b  —  1)]. 

Wenn  diese  Anwartschaften  in  jedem  Jahre 
sofort,  so  wie  das  Absterben  erfolgt  ,  fällig  werden 
sollten,  so  könnte  man  die  eben  gefundenen  Werthe 


TT 


noch   mit  ■ multipliciren. 

P 

AiT.Ti.  ]\Iau  kann  den  vollständigen  Werlli  der  Anwalt- 
schaft, die  bejf  dem  Tode  von  A,  wenn  derselbe  zuletzt  stirbt, 
bezahlt  werden  soll,  auch    ausdrucken  durch 

I       f^A(B— Bi)     ,    ^Ai(B  — B=) 

-AB-  [ ;^ ■   +  r^ +  •  •^- 

I  z/A   ^B  AA^  ^B^ 

rxB  ^        i;  "^         7^  +  .  •  > 
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A • 

Der  erste  Tlieil  für  sich  wäre  gleich  ^a  — ^ 


J^  (a  —  i)     b    f    ?i,  üb ,    und     wenn  man    den    zweiten    Theil 

—  1 
B • 

abzöge,  so  hätte  man  wieder  ,^a  —  l^ab    fj    ( 


B 


A- 


;,  a(b  — i)  — : A   (a— 1)  b).        Der    erste  Tlieil 

A 

für    sich  wätü    zu  grofs,  so  wie  di  r  oben  im  Texte  sijigegebö- 

iie  erste  Theil  für  sich  zu  klein  ist. 


§.  191. 

/  Im  Fall  die  Anwartschaft ,  sowohl  bey  dem  To- 

de von  A,  wenn  er  zuletzt  sth'ht,  als  bey  dem, To- 
de von  B,  wenn  derselbe  zuletzt  abgeht,  bezahlt  wer- 
den sollte,  so  niüfste  man  die  im  vorigen  §.  gefim- 
deneu  beiden  Werthe    zusammennehmen,    und   man 

erhielte  dann  das  Gesuchte  rrr  O-  a  -[-  {)•  b  — ■  •»>  a  b, 
welcher  Ausdruck  dem  vorhin  gegebenen  Ausdruck 
für    die    Rente    des  Läugstlehenden,    nämlich  ?.  a  -|- 

^  b  —  A  a  b ,  entspricht, 

§.  I92- 

Wenn    eine  der  vorher  angogebenen  Zahlungen 

,  um  n  Jahre  aufgescfioben  werden  sollte,   und  zwar 

ohne  weitere  Bedingung,    so    mülste  man,     um  deu 

Werth  zu  finden,  für  jeden  einzelnen  Theii,  \voraus 

der  dafür  angeführte  Ausdruck  besteht,    den    um  r 
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Jahre  aufgeschobenen  Werth  suchen.  Wenn  also 
1.  B.  vom  Ablauf  des  nten  Jahrs  an  bey  dem  Tode 
von  7\,  im  Fall  derselbe  vor  B  abgeht,  die  Summe 
I  bezahlt  werden  sollte,  so  wäre  ihr  jetziger   Werth 


A—    B- 
a  A  B  m 

- —  T 

A • 


[^(a   +   w^Cb    +    n)-}- 


A- 

11—1 
B ' 


A(a-f"'i—    I)     (b'}'")    — 


^  Ca    +    n)  Cb  4-  u  —  I)  ]    C^.    I89> 
B— 
Sollte  die  Summe  bezahlt   werden,  wenn    vom  Ab- 
lauf des  nten    Jahrs    an    A  zuletzt    stürbe,  so  hätte 

n 

A— 


man    den  jetzigen    Werth  =    — ^^  a  -{-  " 

j       o  A  ru 

n  n 

A—    B— 
'         3  AB  ru 


[^(a     +    n)      (b-i-n)    — 


n. — ^i 

B 


A(a4-n)(b4-n    —    I)     + 


B— 

n — 1 

A 


n 

A— 


;i  (a  4-  n  —  I)  (b-i-  n)]  (§.    190) 


Wenn  die  Zahlung  nur  für  die  ersten  Jahre 
gelten  sollte,  so  müfste  man  von  dem  Werthe  der 
vollen  Zahlung  den  Werth  der  um  n  Jahre  aufge- 
schobenen Zahlung    abziehen. 
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Sollte  dagegen  vom  Ablauf   des    iiteu    Jahrs  an 

die    Zahlung    nur   dann  festgesetztermafsen    geleistet 

werden,    wenn   am    Ende  des  nten  Jahrs  A  und    B 

noch    zusammen   lebten,    so  niüfste  man  den  Wertli 

der    Zahlung    für   Personen    vom  Alter  a  -j'  *^  ^'^^ 

b  -|-  n  suchen,   denselben    auf   n    Jahre    discontireii 

und  mit  der  Wahrscheinlichkeit,   dafs  A  und  B  am 

Ende  des  nten  Jahrs  beide  leben,    multipliciren,    d. 

h.  wenn  der  Werth  für  die    Personen    vom   Alter 

11 
a  -j-  n  und  b  +  n  m  V       ist,    so    wäre  der   ge- 

n  n 

A—  B— 

suchte   Wertli     =    —^ —  V~. 

AB  rn 


§.  193. 

Soll  der  Werth  einer  Anwartschaft,  so  wie  sol- 
cher bisher  bestimmt  worden,  nicht  auf  einmal,  son- 
dern durch  einen  unveränderlichen  jährlichen  Bei- 
trag, entweder  auf  die  Lebenszeit  einer  einzigen  Per- 
son oder  die  Verbindungsdauer  beider  Personen,  be- 
zahlt werden,  so  hat  man  diesen  jährlichen  Beitrag 
als  eine  Leibrente  oder  Verbindungsrente  anzusehen 
und  man  mufs  dann,  wie  bereits  in  den  §.  §.  113 
und  175  gezeigt  worden,  den  haaren  Werth  der 
Anwartschaft  durch  den  Werth  der  jährlich  mit  I 
zu  zahlenden  Leib-  oder  Verbindunasrente  dividi- 
ren,  um  den  jährlichen  Beitrag  zu  finden, 

Z.  B.  nach  §.189  ist  der  Werth  der  Anwart- 
schaft, die  bey  dem   Tode   von   B    bezahlt   werden 
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soll,  im  Fall  A  dann  noch  lebt,  wenn  b  =  (50  und 
a  =  30  gesetzt  wird,  =  0553515.  Sollte  also  A 
hej  dem  Tode  von  B  eine  Summe  =  1000  be- 
kommen und  wollte  das  Paar  während  seiner  Verbin- 
dungsdauer durch  jährliche  Beiträge  den  Werth  be- 
zahlen, so  wäre  der  Beitrag  dafür  nach  Süfsmilchs 
Sterbensordnung    und    zu    4    Procent    = 

0,53515  5355I5 

zz .  1000  ==  — =  72j03. 

;iab  7.3987 


§'  194. 

Eine  geschlofsene  Anzahl  A  von  Personen  des 
Alters  a  trete  zusanmien  iinter  der  Bestimmung,  dals 
bey  dem  Tode  einer  jeden  unter  ihnen  von  jedem 
dann  noch  lebenden  Interefsenten  I  Rthlr.  bezahlt 
werden  solle;  wie  grofs  ist  der  Werth  der  An- 
wartschaft für  jeden  Interefsenten  ?  Wenn  man  ziierst 
-auf  ganze  Jahre  rechnet,  so  ist  die  Zahlung  des  er- 
sten Jahrs,  da  A  A  sterben  und  A-  noch  leben,  —=. 
^  A  .  A-,  die  des  zweiten  Jahrs  =  A  A-  .  A^,  die 
des  .dritten  Jahrs  =  ^  A^  .  A^  etc.  Alles  auf  den 
Anfangstermin  discontirt  und  über  sämtliche  Inte- 
refsenten verthellt,  wird  der  Werth  = 
I     ^      A  A  .  A^  A  A3^ .  A^ 

A  A=  .  A? 
f-  .  .)  Nun  ist  der  letztere  Ausdruck 

__      X  (A  —  A*)  A^  (AS  ^  AS)  A? 

_  -j-.Q  -  Y-  — 
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(AS  _  AI)  A^  1         A^  AE 

+  - — ^ —  +  •  •>  =-A  ^~r- 

Ai  A=  A5.  AI 

4  ;:^  (         -^         4-  •  •  )  — 

I        A=^  A^    4,  ^^  ^~    4_     ^~  ^-    4,  — 


A  .  ;,  (a  —  I)  a    —    A.^aa. 

Ist  die  Anzahl    der    anfänglichen    Interefsenten 

=  N,  so  mufs  man  diesen  gefundenen  Ausdruck  mit 

N  ... 

multiplicirenj  und  man  erhält  alsdann  den  Werth 


A 


A-— 


N  A  (a  —  I)  a  —  N  .  ;.  aa. 


A 

Ex.  Es  sey  N  =:  374,   a  =  40?  also  A,  aa  = 


X  40.40.  und  A  (a  —  1)  a  =r  A  39.40^  so  hat 
man  nach  Süfsmilchs  Tabelle  und  dem  Zinsfufse  von 
4  Procent  den  Werth  ==  381  •  10,0322  —374.9j9484 
=-  3822,2682  —  3720,7016  =  101,5666. 

Es  ist  jedoch  leicht  vorher  zu  sehen,  dafs,  wemi 
die  Zahlung  im  Laufe  des  Jahrs,  und  zwar  von 
allen  denen,  die  dann  noch  leben,  geschehen  soll, 
der  Unterschied  des  Werths  gegen  den  zuletzt  ge- 
fundenen nicht  unbeträchtlich  seyn  könne.  Da  näm- 
lich in  dem  angeführten  Beispiele  A  =  374,  A^ 
=  367  und  A  A  rzz  7  ist,  so  sind  für  das  erste 
Jahr  nur  367  .  7'  Rthlr.  in  Rechnung  gebrächt,  wo- 
gegen, wenn  bey  dem  ersten  Todesfalle  373,  bey 
dem  2ten  372  etc,  gezahlt  werden,  allein  für  das 
erste  Jahr,  ohne  Rücksicht  auf  die  Zinsen,  von  allen 
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Interefsenten  zusammengenommen  21  Rtlalr.  mehr  zu 
zahlen  sind.  Soll  nun  bey  jedem  Sterbefalle  sofort  im 
Laufe  des  Jahrs  von  allen  noch  lebenden  Mitglie- 
dern bezahlt  werden,  so  ist  der  baare  Werth  der 
Zahlungen  des  ersten  Jahrs,  über  alle  anfänglich 
Vorhandene    Interefsenten    vertheilt ,    = 

AA  ^,     ,  dx 

--^—  /[Ai  +    (I    _    X)   AA]    - 

A^.  AA         d  X  A  A  .  A  A 

■         A  -^  ""r^       *  Ä  ^  r^        * 

Wenn  man  integrirt  und  darauf  x  =  I  setzt,  so 

.   ,    ,  .  TT      A^  A  A  , 

wird  der  obige  Ausdruck  =:  • • . "T 

°  pr  A 

.  71=  A  A.AA  1  l^ 

(jt )   . (§.    42.    und  44.    b). 

p  r  A 

Auf  die  nämliche  Weise  erhält  man  den  gegenwär- 
tigen Werth  der  Zahlungen  des  zweiten    Jahrs    = 
n         A^   AA^        ,     ^  TT*         AA^.AA^ 

pr  Ar  '  pr  '  Ar 

etc. ;  folglich    wird  der    Werth    für    alle  Jahre  = 

n  Ai  A  A         ,        A^  A  Ai 

—  C X 1 Ä  7 +    •    »   ) 

pr  A  Ar 

A  A .  A  A       ,    A  A^ .  A  Ai 


+  ('^--pr^^' k •+  Ar 

-J-  .   .).     Setzt  man  aber  A  —  A-  anstatt  AA,  fer- 
ner A-  —  As  anstatt  A  A"^  etc.,  so  erhält  man  den 

^         A 

gesuchten  Werth  = (A  A^   -|- 

^'^      A— ^  A 
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r  ^       ^  pr     AA     ^  ^ 


P 


A^  A5 


Ai  A^ 
(A    A  H +  .  0 


r 


A^  A^ 
(A  Ai    + 4-  .  O  + 

A^     A5.  .  TT  

1-  .  0  =  (A ■  .  A  (a  —  I)  a    — 

TT«  

A  .  i  a  a)  +  C:t )  [A  4-  (I  4-  r)  A  .  ;L  a  a     — 


TT' 

pr 

-)    [ 

A  A 

X 

2  A- 

r 

X 

A 

1 

-  A 

f 

A 

A  A 

(A^Ai 

+ 

2  r    A  .   A(a  —   I)  a  ]. 

W^endet  man  dieses  auf  das  vorher    angeführte 

Beispiel  an  und    behält    dabey  r  =:  l504>    wo  — ^ 

P 

^^ 

=l50I9869u"cl7r =0,493527   ist,  so  erhält 

pr 

man  den  Werth  =z  1,019869  •  101,5665  + 
0,493527  (374  4-2,04.374.9.9484  —  2,08-381  X 
10,0322)  =  103,584  4-6,867?  wo  der  erste  Theil 
blofs  der  im  vorhergehenden  §.  angegebene  Werth 
mit  den  augenblicklichen  Zinsen,  der  zweite  Theil 
aber  dasjenige  mit  Zinsen  ist,  was  für  die  Abge- 
henden an  Anwartschaft  mehr  als  vorher  bezahlt 
werden  mufs. 

§.  195. 
Der  Werth  einer  Anwartschaft,  so  wie  sie    im 
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vorigen  §,  angegeben  worden,  nach  der  Hypothese 
des  gleichmäfsigen  Ahsterhens  wäre  sehr  leicht  zu 
finden.  Wenn  nämlich  der  Werth  für  das  Alter 
a  und  zwar  zuerst  auf  ganze  Jahre  gesucht  wird, 
und  die  Altersergänzung,  auch  zugleich  die  Anfangs- 
zahl der  Interefsenten  zz=:  a  ist,  so  ist,  da  in  jedem 
Jahre  I  Interefsent  abgeht,  der  gegenwärtige  Werth 

einer  solchen   Anwartschaft  rrr   ( ■4- 

cf  r 

— }-  . .  ).     Dies'^ist  aber  z=  Aa, 


r-  r-       ' 

d.  h.  dem  Werth  der  Leibrente  für  das  Alter  a  nach 
der  Hypothese  des  gleichmäfsigen  Absterbens  gleich. 
Es  ergiebt  sich  dies  auch  schon  daraus,  dafs  es  einerley 
Werth  geben  niufs,  ob  die  am  Ende  jedes  Jahrs 
noch  lebenden  Interefsenten  jedes  Jahrs  jeder  I  Rth. 
empfangen,  oder  für  den  einen  Abgehenden  I  Rth. 
bezahlen.  1 

Ex.  Für  das  Alter  von  40  Jahren  ist  nach  der  aus 
der  Süfsmilchschen  Tabelle  genommenen  Alterser- 
gänzung und  dem  Zinsfufse  zu  4  Procent  Aa  rz  1 3j0760j 
folglich  wird  der  WerLh  der  Anwartschaft,  wenn  die 
Anfangszahl  der  Interefsenten iz: 45,28  ist,  m  I3j0760. 
Wollte  man  dies  auf  die  im  §.  194  angenommene 
Anzahl  reduciren,    so    erhielte    man  den  Werth  = 

■ — -™  13,0760  =    108,005.  > 

Soll  der  Abgang  der  Interefsenten  in  Termhien 
und  zwar  augenblicklich  geschehen,  so  ist,  wcrm 
die  verllofsene  Zeit  t=r  x  gesetzt   wird,    das   Deere- 
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ment  des  Augenblicks  =  cW^  die  Anzalil  der  Inte»- 
refsenten,  welche  jeden  Augenblick  I  Rthlr.  an  d  x 
zahlen,    =.  a    —    x,    folglich  der  disconlirte  Werth 

.      .           ^     ,                      («  —  ^0   c^  X 
der  augenblicklichen  Zahlung  =  — > 

und    der    baare    Werth    der  gesammten  Zahlungen, 

(ß  —  x)  d  X 

auf  alle  Interefsenten  vertheilt,  :=z  f j 

■^  a      rx 

welches  wieder  gleich  dem  WertliS  der  in  augen- 
blicklichen Terminen  zahlbaren  Leibrente  nach  der 
Hypothese  des  gleichmäfsigen  Absterbens    ist. 

Ex.  Da  die  in  augenblicklichen  Terminen  nach 
der  Hypothese  zahlbare  Leibrente  iür  das  Alter  von 
40  Jahren  =:  13,5702  ist,  so  ist  dies  zugleich  der 
Werth  der  Anwartschaft,  wenn  wieder  «  die  An- 
fangszahl   ist.       Reducirt    man    den    Werth   auf  die 

374 
Anlangszahl  374»    so  hat  man  — '- —  .  13,5702    ^^^^ 

45?28 

ll'2,086. 

Anm,  Diu  beiden  letzten  $.  §,  zeigen  im  Allgemeinen, 
wie  man  zu  rechnen  haben  würde,  wenn  eine  Gesellschaft, 
worin  die  bey  jedem  Todesfall  zu  zahlende  Summe  durch  die 
Beiträge  der  Interefsenten  aufgebracht  wird,  aufgehoben  und 
das  Interefse  der  Mitglieder  ausgemittelt  werden  sollte.  Wenn 
indefsen  das  Alter  der  Mitglieder  verschieden  wäre,  so  wäre 
auch  ihr  Interefse  verschieden,  indem  die  alteren  Glieder  der 
Wahrscheinlichkeit  nach  mehr  empfangen  als  zahlen,  und  die 
Berechnung  würde    dann  noch  weitläufiger  ausfallen, 

§.  196. 
Es    sollen    melu^ere    Paare,  bestehend  aus  einer 
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Person  vom  Alter  a  und  einer  andern  vom  Alter  b, 
in  eine  fortwährende  Gesellschaft  zusammengetreten 
seyn  mit  der  Verpflichtung,  dafs  so  oft  irgend  eine 
Person  aus  der  Gesellschaft  stirbt,  am  Ende  des 
Jahrs,  worin  der  Todesfall  erfolgt,  i  Rth.  bezahlt 
und  diese  Zahlung  gleichmäfsig  von  allen  bestehen- 
den Paaren,  oder,  falls  eine  Person  davon  schon,  ge- 
storben seyn  sollte,  von  dem  überlebenden  Theilneh- 
mer  aufgebracht  werde;  anstatt  jedes  ausgestorbenen 
Paars  soll  ein  neues,  ebenfalls  vom  Alter  a  und  b, 
wieder  eintreten  und  die  Gesellschaft  soll  bereits  in 
den  Beharrungszustand  gekommen  seyn :  man  sucht 
den  Wertli  der  Zahlung  jedes  Paars.  Der  Behar- 
rungszustand tritt  erst  dann  ein,  wenn  die  gröfste 
Aitersergänzung,  die  zu  A  gehören  und  =  x  seyn 
mag,  abgelaufen  ist.  Dann  ist,  weini  die  Zahl  der 
jedes  Jahr  eintretenden  Paare  =z=  A  B  genommen 
wird,  fortwährend  die  Anzahl  der  Personen  A  in 
der    Gesellschaft,    Se    Correction    ungerechnet,   = 

B  (Ai  +  A-  -f-  AI  4-  .  .  -f-  A-)  =:  B  /  A'i , 
die  Zahl    der    Personen    B    in  der  Gesellschaft  aber 

=  A  (Bi  -I-  B^  +  Bl  4-  .  .  -I-  B--)  =  A  /B'S 
und  die  Anzahl  aller  Personen  in  der  Gesellschaft 
ist  r=  B  /A'i  -|-  A  /B'^.       Von  den    Personen  A 

X 

gehen  jährlich  ab  B  (A  A  -j-  A  A^  -f  .  .  +  A  A" ) 
=  B  A,   und   von  den  Personen    B   sterben    jährlich 

A  (A  B  -j-  A  B*  4-  .  .  +  A  B  -)  =  AB.  Also 
Ist  das  Maafs  der  jährlichen  Sterblichkeit  in  der  Ge- 
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Seilschaft  =r 

,    Bestellt  al- 


2    A  B  2 


ABEa-fABEb  Ea-f-Eb 

so  die  Gesellschaft  beharrlich  aus  n  Personen,   so    ist 

2  n 
die  jährliche   Anzahl   der    Todesfälle  nr 


Ea  +  Eb 

und,  da  jedes  Paar,  so  lange  eine  Person  davon  lebt, 

d.    i.  aixf  das  längste  Leben  unter  ihnen,  bey  jedem 

I  ....  2 

Todesfall    Rthlr.,  also  jährlich  — -  —  ,     _— ■ 

n  Ea-f-Eb 

Rth.  zahlen  soll,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  davon  — 

Ea  +  Eb      ^'^    +   'b    -    'al). 

Ex.  Es  sey  a  =  40  und  b   r=  50?  so  ist  nach 
Süfsmilchs  Mortalitätstabelle  und    dem  Zinsfufse  von 


4  Procent- 


Ea-f-Eb    ■    0^+^b  -Aab)    = 


22,64  +  16,95  •  ^'^'^^^^  +  '°'^^^^  ~ 
8,6531)  =  0,7729. 

Anm.  Uebiigens  gilt  von  Kafsen  dieser  Art,  die  hin  und 
•wieder  vorkommen,  dasjenige,  was  vorher  $.  116  von  ähnlichen 
Tüdtf-nkafsen  für  einzelne  Interefsenten  angeführt  worden. 
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öeite    9   Zeile    4  tnd  5  anstatt  Zinsfufs,    lies  Exponenfent 

—  9     —     10  anst.  Cr"   1.    Cr^   , 

^     i5     —       3  im  Nenner  rles  letzten  Bruchs  anst,  2  n  1.  2. 

—  i5     —       I  V,  u.   und  Seite   i6    Zeile    i    v.  o,  im  Nsnner 
des  Bruchs  anst,  2  ra  1.  2, 

Seite    3o   Zeile  8  anst.  r"-~ /r"»  1.  r"— i/'"'"   • 

—  56     —     5    anst    nur    1.  nun. 

—  5o  letzte  Ticilo  anst,   r — r  1.   r — i. 

_     03      —     i4  V.  o,    anst.    (3  f  r)'"    1.   (3  f  i}'" , 

—  C4     —        4  V,  u.  anst.  r  n  —  i   1,  ?•''       ^  , 

r  1 

—  G7     —     5  V.  u.   anst,  1. , 

1  r 

—  75  —  2  V.  u,   anst,  in  1.    7n. 

—  76  —  12    V.  o.  anst.    mtenl.   nten. 

—  78  —  5  T.  u.  anst,  r"  im  Nenner  1.  r^'  , 

—  87  —  lO  anst,   giefst  1.   gieht, 

—'    88     —     4  V,  u.  anst.  r"  im  Nenner  1.  r^  . 

—  110      —     3  V.    o.  anst.  /A  A  —   \.   /\  A     , 

—  120     —     2  V.   u,  anst,  ■ -    lies 

r 

A  y^a  —  A=  ^- 


r 

Seite  i46   Zeile  12  y.  o,  nach  -^  a  setze  ZZ 


—  i5i      —     11  anst.  B^  1,   B . 

—  187     —     7Y,  u,  anst,  altern  I.  jungem, 

—  197     —    2  V,  u,  anst. 1« 


Seite  209,   Columne  5   Zeile  4  anst.   180  1.  io8. 
Ebendas,   Zeile  8  v.   u.   anst,   11   im  Nenner  1.  18. 

Seite    220    Zeile    12  v.  o,  anst,  B 1,£'* 

'«'sä?- 


Seite  225  Zeile  3  v,  u.  anst,  B~~  *  1,  B-> 

—  224  —  5  V.   o,  anst.  B 1.  B- 

—  231  —  7  V,  u.  anst.  E  (3o  .  57)  1.  E  (20  ,  oy), 

—  252  —  10  V.   o,  anst.  A-   1      £^  A-. 

—  254  —  12  anst,  i,45  I.   i4,5. 

—  24r     —     5  V.  n,  anst.  B 1.  ßi. 

—  2 

—  242     —     8  V.   o.  anst.  A 1.  A-. 

—  2-i5      —       10  anst.   n  —  n  im   Zählea-  1,   n  —    1. 

—  i46    —     1   anst.   2  hinter  dem  Gleichheitszeichen  1,  f. 

—  247    —      z  anst.  |g^  1.  |gä. 

—  2 

—  25i   —  2  V.  u.  anst.  B  1.  B-, 

n  —  1  11  —  I 

—  256—    9I. /CA^ /Ab ). 

n  —  i  n  —  1 

—  2M    —     i3  1./(A^ .AB > 

—  274    —    I  anst.  B'— *   1.  £'^. 

—  278    —    17  im  Nenner  anst.   r*  1,  r'* 

—  296  in  der  ersten  Columne  Zeile  27  anst.   So.go  1.  55. go, 
und  Zeile  29  anst.  65.76  1.  60.   75, 

Seite  35ü   Zeile  9  v,  u,  anst.  B^  1.  B'-^. 

An  einigen  Stellen,  z.  B,  S.  65,  S.  72  etc.,  wo  zwey  oder 
mehrere, zusammengehörige  Zeilen  abgebrochen  v,rerden  mufsten, 
sind  die  Fortsetzungszeichen  ?  vergcfsen. 
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